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Vorrede. 



Es ist ein vielfach fühlbarer Mangel, dafs heute, wo die von Herrn 
Professor Dr. Weierstrass neu begründete Theorie der durch ein 
System in einander fortsetzbarer Potenzreihen definirten sogenannten 
analytischen Functionen bereits eine mannigfache Verwerthung findet, 
kein Lehrbuch existirt, welches dem Studirenden methodisch zeigt, auf 
welche Weise der FunctionsbegriflF entwickelt wird und welches die 
allgemeinen Aufgaben der auf die Theorie der Potenzreihen gestützten 
Functionenlehre sind. 

Diesem Mangel hoffe ich durch das vorliegende Buch abzuhelfen, 
das bei dem Studium der fundamentalen Untersuchungen des Herrn 
Weierstrass über die analytischen Functionen und bei der Be- 
schäftigung mit den Arbeiten entstanden ist, in welchen Weierstrass' 
Schüler des Meisters Behandlung der Functionenlehre erkennen lassen. 
Mit meines hochverehrten Lehrers Weierstrass Erlaubnis, dem der 
Plan der vorliegenden Arbeit bekannt ist, durfte ich das Buch durch 
einige seiner nur aus den Vorlesungen bekannten Untersuchungen zieren, 
wofür ich ihm auch an dieser Stelle meinen grofsten Dank auszusprechen 
als erste Pflicht erachte. « 

Meine Aufgabe lag in einer passenden Auswahl und Anordnung 
des umfangreichen Stoffes, bei der ich mich von dem Bestreben leiten 
liefs, den Leser auch auf kürzlich betretene Wege zu führen und da- 
durch zu selbststandigem Studium anzuregen, indem ich selbst Fragen 
berührte, die einer Beantwortung noch harren müssen. Die Darstellung 
möge durch folgende Bemerkungen gekennzeichnet werden. 

Für den Plan war vor Allem die von Sig. Pincherle*) veröffent- 
lichte Einleitung der Weierstrass' sehen Functionenlehre mafsgebend 
und im Speciellen bestimmte diese Arbeit die Anordnung der ersten 
drei Capitel, in deren erstem die Grundlagen der Arithmetik auseinander- 
gesetzt sind. Mit Hilfe der von H. Eossak**) herausgegebenen „Ele- 

*) Pincherle, Giornale di matematiche t. 18. 

**) ProgrammabhandluDg des Werder'scheu GymnaBiums in Berlin (Verlag 
von Nicolai). 
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IV Vorrede. 

mente der Arithmetik^' war es mir möglich^ die noch nirgends aus- 
führlich behandelte Weierstrass 'sehe DefiüitioDsform der irrationalen 
Zahlengröfsen zu Grunde zu legen. Doch daneben liefs ich die Gan- 
tor'sche Definitionsform dieser Gröfsen nicht aufser Achj;, denn ich 
wollte den Begriif der Fundamentalreihe nicht entbehren. Die Ein- 
führung der aus zwei bei der Addition von einander unabhängigen 
Elemente zusammengesetzten Zahlengröfsen basirte ich auf die von 
Weierstrass in den Gottinger Nachrichten vom Jahr 1884 ver- 
öffentlichte Abhandlung über die aus n Haupteinheiten gebildeten 
complexen Gröfsen. 

In dem zweiten Capitel ist der BegriflF der unbeschränkt veränder- 
lichen Gröfse und eine Reihe von Theoremen über die stetig veränder- 
lichen Gröfsen und Gröfsenmengen auseinandergesetzt. Darauf folgt 
die Theorie der rationalen ganzen und gebrochenen Functionen einer 
und mehrerer Variabein, deren vorzüglichste Probleme in der Verall- 
gemeinerung der in der Lehre von den ganzen Zahlen bestehenden 
Theoreme über die Theilbarkeit und Zerlegung enthalten sind. 

Dann wird das bei der Einführung der irrationalen Zahlengröfsen 
verwendete Princip der Summenbildung einer unendlichen Menge von 
Gröfsen zur Construction neuer Ausdrücke und zwar von Summen 
unendlich vieler rationaler Functionen benutzt , unter denen die Potenz- 
reihen eine hervorragende Bolle spielen^ indem die Summen einer un- 
beschränkten Anzahl rationaler Functionen in den Bereichen ihrer 
gleichmäfsigen Convergenz durch Potenzreihen darstellbar sind. 

An die Theorie der Potenzreihen wird der Begriff der monogenen 
analytischen Function geknüpft und deren allgemeine Eigenschaften 
entwickelt. Um aber den Umfang des aufgestellten Punctionsbegriffes 
zu bcurtheilen, hat man zunächst zu zeigen, dafs die durch einen mit 
Hilfe der elemelitaren Rechnungsoperationen zwischen Constanten und 
veränderlichen Gröfsen ausdrückbaren .Zusammenhang definirten Gröfsen 
unter den Begriff der analytischen Function fallen. Diese in dem 
4. Capitel behandelte Aufgabe fand natürlicher Weise keine vollständige 
Erledigung, aber an dem Beispiel einer in y algebraischen Gleichung, 
deren Coefficienten rationale Functionen von x sind, wird gezeigt, wie 
man die durch die Gleichung definirte Gröfse y in der Umgebung jeder 
Stelle darstellen kann. 

Zum Beweise dafür, dafs die algebraische Function monogen ist, 
vollführt man am besten den Übergang zu einem algebraischen Ge- 
bilde, welches in der Umgebung einer seiner Stellen durch ein einziges 
„Functionenelement" darzustellen ist. Dieser Übergang wird nur prin- 
cipiell entwickelt, da man bei demselben die Untersuchung der ratio- 
nalen Functionen B{Xj y) nöthig hat, deren Behandlung über den 
gesteckten Rahmen fallen würde. Ebenso wird auch der Begriff des 
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Ranges oder Geschlechtes einer algebraischen Gleichung nur theoretisch 
eingeführt. Ich konnte das umsomehr thun y da ich wohl algebraische 
Gleichungen zwischen eindeutigen transcendenten Functionen abgeleitet 
und dabei bemerkt habe, dafs algebraische Gleichungen verschiedenen 
Ranges durch eindeutige Functionen einer Yariabeln zu lösen sind, aber 
die umgekehrte Frage nach denjenigen Functionen, welche eine vor- 
gegebene algebraische Gleichung lösen, keine Behandlung finden konnte. 

In dem ersten Abschnitt des vierten Capitels, der gröfstentheils 
den W ei er strass' sehen Vorlesungen entnommen ist, wird ferner die 
Darstellung von n durch n algebraische Gleichungen mit m unab- 
hängigen Yariabeln definirten Gröfsen behandelt und der Begriff eines 
analytischen Gebildes w*®' Stufe in dem Gebiete von (w + ^) Gröfsen 
entwickelt, doch bleibt die Frage nach der Monogenitat des irreduc- 
tiblen algebraischen Gebildes höherer Stufe noch unberücksichtigt. 

In einem zweiten Abschnitte desselben Capitels ist dann gezeigt, 
dafs auch die durch ein System algebraischer totaler oder partieller 
Differentialgleichungen definirten Gröfsen wiederum nur analytische 
Functionen sind, wobei die Untersuchungen von Briot und Bouquet 
und der Frau von Kowalevski*) die Richtschnur bildeten. 

Ist auf solche Weise der Umfang des Begriffes der analytischen 
Function erfafst, so wird von einer mit einer unabhängigen Variabein 
veränderlichen Gröfse, die besondere analytisch ausdrückbare Eigen- 
schaften geniefst, von vornherein festgesetzt, dafs sie eine analytische 
Function sein soll. Unter dieser Festsetzung werden die gewissen ein- 
fachen Functionalgleichungen genügenden transcendenten Functionen 
abgeleitet und zwar die Exponentialfunction, der Logarithmus und die 
allgemeine Potenz, wobei sich Gelegenheit ergab, die trigonometrischen 
Functionen und deren Umkehrungsfunctionen zu berücksichtigen. 

In dem weiteren Capitel ist das Problem der Ermittlung der arith- 
metischen Abhängigkeit des Werthes einer eindeutigen Function einer 
Variabein von dem Werthe der letzteren auseinandergesetzt, wenn für 
die Function ein Stetigkeitsbereich und das Verhalten der Function an 
dessen isolirteu Grenzstellen vorgegeben ist. Dabei habe ich die Dar- 
stellung der ganzen Function durch ein Product von Primfunctionen 
vorangestellt und dann unter Anwendung des nach Scheeffer's Vor- 
gang bewiesenen Laurent'schen Satzes das Mittag- Leffler'sche 
Theorem behandelt. Als Anwendungen werden die trigonometrischen 
Functionen in verschiedenen Formen dargestellt und die Weier- 
strass'sche ganze transcendente Function 6{x) eingeführt. Dann 
wählte ich von den Untersuchungen des Herrn Mittag- Leffler noch 
diejenigen aus, welche das Eindringen in die Frage, ob sich „der Begriff 



*} Borcbardt'ü Jonrnal für reine und angewandte Mathematik. Bd. 80. 
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einer monogenen Function einer complexen Veränderlichen mit dem 
einer durch arithmetische 6rö(senoperationen ausdrückbaren Abhängig- 
keit vollständig deckt'' oder nicht, ermöglichen. 

Das nächste Capitel enthält eine übersichtliche Darstellung der 
grofsartigen Theorie der eindeutigen doppeltperiodischen Functionen von 
WeierstrasS; die durch die Arbeiten von W. Biermann, Simon 
und Müller, Kiepert und neuerdings durch die von Herrn Schwarz 
veröffentlichten ,,Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen 
Functionen^' so ziemlich Gemeingut der Mathematiker geworden ist. 
Ich entwickelte die Grundzüge dieser Theorie, um dem Leser die Frucht- 
barkeit der vorangegangenen Lehren klar zu machen und ihm andrer- 
seits zu zeigen, was für einen Ausblick diese Theorie gewährt, wenn 
man Functionen mit linearen Substitutionen in sich betrachten will. 

Endlich in dem letzten Capitel werden die von Weierstrass auf- 
gestellten Sätze und Definitionen über die Functionen mehrerer Vari- 
abein vorgetragen, und von den eindeutigen Functionen, die sich überall 
durch den Quotienten zweier Potenzreihen darstellen lassen, wird ge- 
zeigt, dafs sie rationale Functionen ihrer Argumente sind. Der letzte 
Paragraph beschäftigt sich mit dem irreductiblen algebraischen Gebilde 
w*®*" Stufe im Gebiete von {m + 1) Gröfsen. 

Prag, im M^i 1886. 

Der Verfasser. 
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Erstes Capitel. 
Die Elemente der Arithmetik. 



§ 1. Begriff der ganzen Zahl. Die direoten Beohnungsarten 

mit ganzen Zahlen. 

Indem wir uns der Wiederholung ein und derselben geistigen 
Thätigkeit an Dingen der sinnlichen Wahrnehmung bewufst werden^ 
gelangen wir zu dem Begriff der Menge. Besteht ein Gegenstand aus 
Bestandtheilen oder Elementen von gemeinsamen Merkmalen , auf dafs 
bei der Beschreibung des Gegenstandes ein Element für ein anderes 
zu setzen ist^ und abstrahiren wir von den gleichen Merkmalen der 
Bestandtheile, so besitzen wir die Vorstellung der Vielheit oder M&tige 
gleichartiger Elemente durch die Zahl. 

Der Begriff der Zahl wird durch die Zusammensetzung von Gegen- 
ständen aus gleichartigen Bestandtheilen gegeben und ist geradezu als 
die Vorstellung der Vielheit gleichartiger Bestandtheile au definiren.*) 

Indem man jedes der gleichartigen Elemente durch den Ausdruck 
Eins bezeichnet; besteht das Zählen der Elemente oder Einheiten der 
Menge in der Fixirung von Eins und Eins — und Eins usw. durch 
neue Ausdrücke zwei, drei usw. Die Zahl ist die Vorstellung der 
durch diese Ausdrücke bezeichneten Gruppen von Elementen. 

Die wiederholte Setzung und Vereinigung der zu Grunde gelegten 
gleichartigen Elemente liefert die Zahlenreihe, und in dieser ist jede 
Zahl aus der nächst vorhergehenden durch Hinzufügung von Eins 
gebildet. 

Zwei aus einem unbestimmt gelassenen Grundelemente e oder der 
abstracten Einheit 1 zusammengesetzte Zahlen a und b sind gleich 
(^a = b), wenn zu jedem Element der einen Zahl ein Element der 
andern gehört, und ungleich, wenn bei der Gegenüberstellung der 
Elementenreihen in der einen Elemente vorkommen, denen in der 
andern keine entsprechen. Die Zahl, welche mehr Elemente enthält, 

*) Weierstrafs (siehe die Elemente der Arithmetik von Kossak). 

Biermann, Functionentheorie . 1 
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heifst die gröfsere^ die andere die kleinere. Dieses gegenseitige Ver- 
hältnis bezeichnet man durch a > &, b <, a, wenn a die grofsere 
Zahl ist. Mit a = 6 gilt b = a, mit a = b und b = c wird a = c, 
und endlich folgt aus 

a > fe und b > c, a > c. 

Will man die Vorstellung von der Zusammensetzung eines aus ver- 
schiedenartigen Elementen bestehenden Gegenstandes gewinnen, so 
mufs man angeben , welche Arten von Elementen und wie viele Ele- 
mente der angegebenen Art vorkommen. Die zusammengesetzte Vor- 
stellung der einzelnen Gruppen gleichartiger Elemente ist die „eusatn- 
mengesetzte Zahl oder Zahlengröfse'^, Man sagt ;,Zahlengrofse'' darum, 
weil die neue Zahl anders ausfällt; wenn mau Element^ hinzufügt 
oder wegnimmt. 

Zwei complexe Zahlen sind wieder gleich, wenn sie dieselben Ele- 
mente in gleicher Anzahl enthalten. 

Wir betrachten vor allem die aus gleichen Elementen gebildeten 
Zahlen, welche ganee Zahlen genannt werden, und nehmen einfache 
Verknüpfungen mit ihnen vor, zu denen ursprünglich erfahrungsgemäfs 
festgestellte Eigenschaften von Dingen der Sinnen weit die Veranlassung 
gegeben haben werden. 

Wir bilden eine Zahl, die alle Elemente zweier aus demselben 
Crrunddement eusammengesetgten Zahlen a und b enthalt,^*) 

Diese stets ausführbare Operation heifst Addition und besteht in 
der Vereinigung sämmtlicher Elemente beider Zahlen zu einer. Be- 
zeichnet man die gewonnene Zahl mit a -{- b, so ist offenbar 

CT -f- Ä =» 6 -f- a 
und ebenso 

'=^b'^c-\-a = c-\-a-\-b=^C'\'b'\-a 

d. h. das Resultat der Vereinigung oder „die Summe'' ist unabhängig 

von der Folge, in welcher die Summanden a, b, c verbunden werden. 

Neben diesem „commutativen" Verknüpfungsgesetz besteht das in der 

Gleichung 

a + (6 + c) = (a + 6) + c 

ausgesprochene, welches besagt, dafs die Summe auch von der Ver- 
einigung der Summanden in Theilsummen unabhängig ist. Dieses Ge- 
setz heifst das associoMve. 

In der Summe kann man ferner jeden Summanden durch eine 
diesem gleiche Zahl ersetzen. 



*) Soll das Grandelement e, aus dem eine Zahl im Gegensatz zu der ans 
der Einheit gebildeten Zahl a zusammengesetzt ist, besonders kenntlich gemacht 
sein, so schreiben wir statt a ae. 
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Setzt man an Stelle jedes der Elemente einer Zahl b die Zahl a, 
so entsteht die Summe 

a -{- a -j- ' ' * a (6 mal), 

die man kurz mit a.b oder kurz ab bezeichnet. Die Operation, durch 
welche ab (sprich a mal b) gebildet ist, nennt man Muttiplication] 
ab heifst das Product der Factor en a und b^ a der MuUipUcandus^ 
b der MuUiplicator. 

Wir bemerken, dafs das Product aus a ebenso zusammengesetzt 
ist, wie b aus der Einheit oder dem Grundelement, so dafs man sagen 
kann: 

Eine Zahl mit einer andern fnultiplidren heifst y eine dritte 

Zahl so aus dem Multiplieandus bilden^ loie der MuUiplicator aus 

der Einheit gebildet ist. 

Indem die Uultiplication hier aus der wiederholten Addition hervor- 
geht, ist sie nicht als selbständige Rechnungsart anzusehen, und wir 
werden sie erst später als eine von der Addition verschiedene Ver- 
knüpfungsweise betrachten müssen. 
Man kann in 

a + ö + • • • + öt (6 mal) 

aus jeder Gruppe von a Elementen eines herausnehmen und deren 
Vereinigung gibt b. Dieser Vorgang ist amal möglich; die Ver- 
einigung gibt 

6 + 6 -|- • • • -{- & (öf Bial) = &<»> 
und es ist 

a6==6a. (1) 

Bilden wir die Summe der folgenden b Horizontalreiben, deren 
jede die Zahl c amal enthält, 

c, & • • . c 

0, C a • • C 



C j C • • • & 

und andererseits die Summe der a Verticalreihen, deren jede die Zahl 
c 6 mal enthält, so folgt das Multiplicationsgesetz : 

{ca) . b «= (c6) . a, 

und weil die Zahl c ab mal als Summand vorkommt, ist ferner 

(ca) . 6 = {cb) a = c (a6),*) (2) 

d. h. das Resultat der Multiplication ist unabhängig von der Folge 
dei" Factoren und unabhängig von der Zusammensetzung der Factoren 
in Theilproducte. 



') Vergl. Dirichlet*8 Zahlentheorie. 
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Addirt man c Gruppen (a -f ^)> so folgt das dritte „distributive^ 
Multiplicationsgesetz 

{ä + b)c = ac + bc, (3) 

indem 

(a + 6) c = (a + 6) + (a + 6) H [-(« + *) (cma\) 

= (a + »+••• + ö [cmalj) + (6 + *+•••+ & [.^™*U) 
ist. 

Als Folge dieser Gesetze geht für das Product zweier Summen 

a = ttj + a^ + • • • «m , & = &i + ftj + • • • 6» 
ab = a, 6j + a^ft, + • • • + «m ^i 



hervor. 

Das Product von n einander gleichen Zahlen a nennt man die 
n'^ Potenz von a und bezeichnet 

a.a....a(nmal) mit a«. 

Die Zahl n heifst der Exponent der Potenz und a deren Basis. 
Aus der Definition folgen unmittelbar die Eigenschaften 



§ 2. Erklärung des Theilers und des Vielfachen einer Zahl. 

Gemeinsamer Theiler, gemeinsames Vielfache zweier Zahlen. 

Primsahlen und zusaounengesetzte Zahlen. 

Ist eine Zahl c das Product aus der Zahl a und einer zweiten 
Zahl n, so heifst c ein Vielfaches von a und a ein Theiler von c. 
Aus dieser Definition gehen die Sätze hervor: 

1) Ist c ein Vielfaches von a, a ein Vielfaches von 6, so ist 
auch c ein Multiplum von b. 

2) Ist in einer Reihe von Zahlen jede ein Vielfaches der nächst- 
folgenden, so Tst jede frühere ein Vielfaches jeder späteren. 

3) Ist sowohl a als auch b ein Vielfaches von c, so ist auch die 
Summe a + 6 ein Vielfaches von c. 

Man kann nuu die Frage nach den gemeinsamen Theilem zweier 
Zahlen a und b, von denen etwa a die grofsere sei^ auf werfen und 
speciell den größten gemeinsamen Theiler verlangen. 

Man zerlege ain 64"^4"*''^ + C) wo c<6 ist, 6 ebenso in 
c + c + • • • c + d, wo d < c ist usw., so entsteht eine Folge von 
Gleichungen der Gestalt: 



1 
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a = w, fc + c, {c < b) 

h = WjC -\- df (d < c) 

• •••• ••■ 

f=nm-.ig-\-h {h<g) 

wo Hf, Hj . . .^m ganze Zahlen bedeuten. 

Mau wird, wie hier angezeigt ist, bei dem beschriebenen Fort- 
gang endlich eine Zahl f in ein Vielfaches einer Zahl g und einen 
„liesf h zu zerlegen haben, der selbst Theiler von g ist. Der Procefs 
mufs einen Abschlufs haben, da es nur eine beschränkte Anzahl von 
Zahlen gibt, die kleiner sind als h Die Zahl h ist aber (nach dem 
Satze 3) auch Theiler von f und allen voranstehenden Zahlen, endlich 
auch von b und a. 

Den Satz 3) können wir folgendermafsen umkehren: Eine durch 
m theilbare Zahl c läfst sich nur so in eine Summe zweier Summanden, 
deren einer durch m theilbar ist, zerlegen , dafs auch der zweite diesen 
Theiler besitzt. Dann aber ergibt die Betrachtung unserer Gleichungen, 
dafs jeder gemeinsame Theiler von a und b auch ein Vielfaches von h 
ist, und darum ist h der gröfste gemeinsame Theiler von a und b. 

Ist in der Folge von Gleichungen schliefslich h gleich Eins, so 
haben a und b nur den selbstverständlichen gemeinsamen Theiler Eins. 
Indem man von diesem absieht, nennt man solche Zahlen: Zahlen 
ohne gemeinsamen^ ITieiler oder relative Primzahlen, 

Von diesen Zahlen gilt zunächst der Satz: 

;,Sind a und b relative Primzahlen, und ist k eine beliebige 
dritte Zahl, so ist jeder gemeinsame Theiler von aJc und b auch 
Theiler von k und b.^ 

In der That, multiplicirt man in den früheren Gleichungen, wo 

wir h = l setzen, die rechten und linken Seiten mit k, so erhält man 

die Gleichungen 

ak '^ nibk -{- ck 

bk = n^cfe-f- dk 



fk = nm-igk + k 

gk = njnk, 

weil ja mit A = B auch Ak = Bk ist, und an diesen Relationen ist 
die Behauptung leicht bestätigt. Jeder Theiler von ak und b ist auch 
Theiler von nibk und ck, dann von njOJ; und dk usw., endlich von 
fk, gk und k. 

Mit diesem Satze sind die folgenden bewiesen: 

1) Sind die Factoren eines Productes ak relative Primzahlen 
gegenüber &, so sind ak und b relativ prim. 
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2) Siud a und h relative Primzahlen , hat aber ah den Theiler hy 
so ist Tc durch h theilbar. 

3) Ist jede Zahl einer Reihe von Zahlen relativ prim gegen 
jede Zahl einer zweiten Reihe, so ist auch das Product 
aller Zahlen der ersten Reihe relativ prim gegen das Pro- 
duct aller Zahlen der zweiten Reihe , und speciell sind die 
Potenzen relativ primer Zahlen wieder Zahlen ohne gemein- 
samen Theiler. 

Wir können auch die gemeinsamen Vielfachen zweier Zahlen, d.h. 
die Zahlen, welche durch a und h theilbar sind und speciell das kleinste 
gem^nschaßliche Vielfache angeben, dessen Vielfache die übrigen Mul- 
tipla von a und 2» sind. Ist 

a = ma\ b = mh' 

und sind a' und b' relativ prim, so hat jedes Vielfache von a und b 

die Gestalt 

n . ma'b' 

und das kleinste ist ma'b\ 

Nennt man eine Zahl p Primzahl j wenn sie nur die Einheit und 
sich selbst zum Theiler hat, und bringt man jp mit einer andern Zahl 
a in Vergleich, so ist p entweder Theiler von a, oder p und a sind re- 
lativ prim. Die Zahl p mufs ebenso Theiler eines Factors des Pro- 
ductes a.b... sein , wenn das Product und die Primzahl nicht rela- 
tiv prim sind. Auf diesen Eigenschaften der Primzahl beruht der 
folgende Satz: 

Jede Zahl a, die nicht selbst eine Primzahl ist, läfst sich immer 
nur auf eine Weise in ein Product von Primzahlen zerlegen. 

Die Zerlegung einer Zahl a in das Product von Theilern a^, a2. . . 
mufs nämlich zu einem Abschlufs führen , da diese Theiler immer kleiner 
werden und nur eine beschränkte Anzahl von Zahlen existirt, die 
kleiner sind als a; der letzte kleinste Theiler a» ist eine Primzahl p, , 
und es wird a «= p^ äj, . Durch denselben Vorgang findet man für Äj 
eine Zerlegung hi c= p^Jc^ usw., endlich ist 

a=PiP2P'i...Pn' 

Eine zweite Zerlegung in ein Product von Primzahlen 

kann es nicht geben , denn andernfalls müfste das Product pi P2 j's • • 'Pn 
und in diesem ein Factor z. B. p^ durch q^ theilbar sein, doch weil p, 
eine Primzahl ist, folgt Pj = ?i, und ebenso ist etwa jjj = Q2 '^^^• 
Es folgt die vollständige Übereinstimmung und der Satz ist bewiesen. 
Mit Hilfe der Zerlegung der aus Primzahlen zusammengesetzten 
Zahlen in ihre Primfactoren gewinnt man eine neue Losung der Auf- 
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gäbe: den gröfsteu gemeiusamen Theiler zweier Zahlen zu bestimmen. 
Sind diese Zahlen 

so ist der gröfste gemeinsame Theiler das Product der in a und b zu- 
gleich vorkommenden Primzahlen, jede in der niedrigen Potenz ge- 
nommen. 

Das kleinste gemeinsame Vielfache ist das Product aller in a und 
b vorkommenden Primzahlen, jede in der höher auftretenden Potenz 
genommen. 

All die Sätze von Theilern und Vielfachen ganzer Zahlen werden 
später in der Theorie der ganzen Functionen in gleicher Form wieder 
auftreten. 

§ 3. Die indlreoten Beohnungsarten mit gansen Zahlen. 

Wir wenden uns zu den der Addition und Multiplication inversen 
Rechnungsarten. 

Eine Zahl b von einer Zahl a subtrahiren heilst: Dügenige Zahl 
finden^ welche m b addirt a ergibt. Die Zahl a heifst der Minaendy 
b der Std)trahend und die gesuchte Zahl, wenn eine solche existirt, 
die Differenz von a und b* Man bezeichnet dieselbe mit a — b.] 

Der Definition zufolge ist 

(a — 6) + 6 «« a . 

Die neue Operation, die Subtraction, ist eindeutig, denn aus der 
Annahme, dafs sowohl 

a -}-&<» a, als auch /J + 6 = a 
ist, folgt 

cc + b = ß + b, 

und die Vergleichung der cc -{- b und ß -j- b zugehörigen Elementen- 
reihen führt auf a = j3. 

Die Subtraction ist aber nur ausführbar, wenn der Minuend 
groiser ist als der Subtrahend. 

Die Eigenschaften der Differenz folgen aus der Definition. Es ist 

a -{- (b — c) + ^ = öt + &, 

d. h. a + (6 — c) ist diejenige Zahl , welche zu c addirt a + 6 er- 
gibt, also wird 

a -{- (b — c) ^^ a -[- b — c. 

Setzt man c^^b, so ist 

a + {b — b) = a + b-b. 
Da aber 

{{a-b) + b) + b = a + b, 
(a — 6)4-& = a + i— b 
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ist, folgt 

a + (6 — 6) = (a - 6) + 6 = a. 

Die Gröfse (6 — b) zu a hinzugefügt läfst a ungeändert. Wir be- 
zeichnen sie mit dem Zeichen und dem Ausdruck Nuü. Besagt a, 
dafs das Grundelement amal vorkommt^ so sagt das Zeichen 0, dafs 
das Element nicht vorkommt. 

Man findet auch leicht die in den folgenden Gleichungen nieder- 
gelegten Eigenschaften der Difi*erenz bestätigt: 

a — {b — c) == a + c — b 

(a + c) — (6 + c) == a — b 

(a — c) — - (6 — c) ===» a — b. 

Die inverse Operation der Multiplication ist die Division, 

Eine Zahl a durch eine Zahl b dividiren heifst diejenige Zahl 
c bestimmen, welcJie mit b muUiplidrt a gibt 

Man nennt c den Quotienten aus dem Dividend a und dem Divisor b, 

und bezeichnet 

a j 

c = -r = a : 0, 



Nach der Definition ist 

h ^==«- 
Die neue Operation ist nur lösbar^ wenn der Dividend ein Viel- 
faches des Divisors ist, aber dann in eindeutiger Weise, denn aus der 

Annahme 

a = ab = ßb 

folgt a = ß. 

Für den Quotienten gelten zufolge der Definition die Eigenschaften 

a 
am a m a a am m 



bm ~' b ' b_ ~~ b ' b ^^'~~ b b "' 

m 

und ferner bleibt die aus einem Grundelement e gebildete Zahl a bei 
der Division durch e ungeändert. 

Der Quotient heifst auch Bruch, der Dividend und Divisor auch 

Zähler und Nenner. Ist in dem Bruche -^ a > &, so nennt man den 

Bruch unecht, andemfalfti echt. 

§ 4. Einführung der gebrochenen und negativen Zahlengröfben. 

Soll die Division unabhängig davon , ob der Dividend a ein Viel- 
faches des Divisors b ist oder nicht, ausführbar sein, so mufs man ein 
neues mit Hilfe der ganzen Zahlen zu definirendes Ding, eine neue 
Gröfse einführen. 
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Wir nehmen zu jedem einzelnen Elemente^ aus denen die ganzen 
Zahlen gebildet sind, neue hinzu, so dafs zwei, drei neue Elemente 
usw. jenes eine vertreten. Bezeichnet man ein Element £», deren n 
das Grundelement e oder sagen wir hier kurzweg die Einheit e «= 1 

ersetzen, mit — , so ist 

Die Gröfse, deren n die Zahl a vertreten, sei mit — = aa» bezeichnet, 
dann ist 

1 + ~ H |--^(«mal) = a. 

Es entsteht zunächst die Frage, wie sich die neu definirten Grofsen, 
die aus der Einheit und einer angebbaren (endlichen) Anzahl von 
„Bruchtheilen" Bn der Einheit zusammengesetzt sind, auf dafs sie die 
allgemeine Form 

annehmen, die für die ganzen Zahlen aufgestellten Rechnungsopera- 
tionen gestalten. Vor der Beantwortung dieser Frage setzen wir aber 
fest, dafs die neuen Gröfsen den für die ganzen Zahlen giltigen Ver- 
knüpfungsregeln Folge leisten sollen. Diese Festsetzung ist gewifs 
zulässig, wenn die Anwendung der genannten Regeln auf die neuen 
Gröfsen keinen Widerspruch zu Tage fordert. 
Beachten wir, dafs der Definition gemäfs 

fnn€,„n = 1 
ist, oder die Gleichung 

'mn+ Bmn + ' ' + £mn (mmal) 
+ Smn+ ^mn + ' ' • + «mn (mmal) _ 



n (mmal) 

besteht, so gibt die Anwendung der Additionsgesetze unmittelbar die 
Gleichungen: 

(m B,nn) n=l oder W «^n = «n , 

{n£mn)fn = 1 oder nsmn = s„, . 

Damach kann man jede gebrochene ZaMengröfse 

derart transformiren , dafs sie nur Elemente {„ einer Art enthält. In 
der That ist n ein gemeinsames Vielfache der Zahlen n^, n^^^-nm, 
so zwar dafs 

«1 ¥i = Wj t/.^ = ... = n,n Vm = n 
ist, so wird 

«> = ^/*«v V == ^/«ifin (f* = l , 2 . . . w), 



10 Erstes Capitel. 

und wenn mau für Uq aQfis^ schreibt, folgt die Darstellung 

a = {a^n + «i v, + • • • + (hn^m) ««; 
wobei das dritte Multiplieationsgesetz ganzer Zahlen verwendet wurde. 

Zwei Zahlengröfsen der neuen Art sind gleich y wenn sie so. umge- 
formt werden konneu, dafs beide dieselben Elemente und jedes iu 
gleicher Anzahl enthalten. 

Will man also zwei Zahlengröfsen a und b vergleichen, so drücke 
man beide durch dasselbe Element Bn aus und vergleiche die Anzahl 
dieser Elemente. Da man jedoch eine unbeschränkte Anzahl gemein- 
Isamer Elemente £» wird angeben können, in denen sich a und b dar- 
stellen lassen, so mufs man nachsehen, ob die einmal als gleich be- 
fundenen Zahlengröfsen bei anderer Vergleichungsart gleich bleiben. 

Angenommen a und b seien in der Form a^Sm, b^Sn gegeben, m 
und n hätten das kleinste gemeinschaftliche Vielfache r, und a und b 
erhielten in den Elementen Sr die Gestalt a^Sr und bj^^^ so sind 
sie gleich, wenn a^^^^b^ ist. Da jede weitere Darstellung in denselben 
Elementen die Form 

annimmt, so sind die ursprünglichen Zahlengroisen auch gleich, wenn 
a2& B=> b^h ist. Weil dann a2 = b^ sein mufs, schlieisen wir, dafs die 
Art der Yergleichung keinen Unterschied im Resultate hervorbringt. 
Wir ersehen aber auch, dafs die neuen Zahlengröfsen die folgen- 
den nothwendigen Forderungen erfüllen: 

mit a a» 6 ist auch & = a , 

mit a »= 6 und b = c wird a «a c und 

mit a > 6, 6 > c wird a > c. 

Die Addition der neuen Zahlengröfsen besteht jetzt darin, dafs 
man sämmtliche Elemente der Summanden zu einer Zahlengröfse ver- 
einigt. In der Summe (a + 6), die zufolge des Gleichheitsbegriifes von 
der Anordnung der Summanden unabhängig ist, kann man a und b 
durch jede gleichwerthige Zahlengröfse a' und b' ersetzen, ohne den 
Werth der Summe zu ändern , und darum kann man die Summanden in 
demselben Elemente £« darstellen und die Anzahl dieser vereinigen. 

Das Produd zweier Zahlengröfsen a und b soll den Multiplications- 
gesetzen ganzer Zahlen genügen, daher mufs das Product 

{Bm+ ^m-i mmal) . (f„ -f «» -j nmal) = mn («„,«,) 

sein, und weil 

m€m=lj nBn = l, m»£„n«l 

ist, folgt 

mn(smen) = (w6,n).(«««) = fnn€mn 
und 

1_ 
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Damit resultirt das Multiplicationsgesetz 

ah = a^6m • i\^n = öi^i^m«; 

das wir so aussprechen: 

Das Product von a und b ist eine Zahlmgröfse , die aus der 
GhrÖfse a und deren Bruehtheüen, so gebildet ist, wie b aus der 
Einheit und deren Bruektlmlen. 
Man erkennt; dafs die Multiplication hier bereits als selbständige Rech- 
nungsart auftritt. 

Jetzt erst kommen wir zu dem Nachweise, dafs der Quotient 

ganzer Zahlen y, wo a kein Vielfaches von b ist, stets durch ge- 
brochene Zahlengröfsen darzustellen ist. In der That, ist a^^nb'\-r^ 
SO ist n + r«6 = n + y diejenige Zahlengröfse, welche mit b multi- 
plicirt a gibt. 

Der Quotient zweier gebrochener Zahlengröfsen a^ s,^ und b^ Bn ist 
wieder eine Zahlengröfse derselben Art und zwar gleich na^Srnbi} denn 
es gilt 

(na^ Smb^) 61 «« «= »1 ßm • 61 *6, 'nBn = a. 

Die Subtraction der aus dem Grundelemente e oder der Einheit 
und deren Bruchtheilen Sn gebildeten Zahlengröfsen ist so wie früher 
zu definiren, doch ist sie nur ausführbar, wenn der Minuend gröfser 
ist als der Subtrahend. 

Soll die Subtraction ganzer Zahlen oder gebrochener Zahlengröfsen 
stets möglich sein, d. h. soU auch in dem Falle ^ wo der Minuend a 
Meiner ist als der Subtrahend 6, eine Zahlengröfse a — b existiren, die 
zu b addirt a gibt, so müssen wir wiederum neue Zahlengröfsen ein- 
führen, an die wir dieselben allgemeinen Forderungen stellen wie an 
die oben aufgenommenen Gröfsen a^n- 

Wir definiren neben dem Grundelemente e als entgegengesetztes e 
dasjenige, welches die Gleichung 

a + c + ö' = öt 

erfüllt, worin a nur aus e zusammengesetzt ist. Das Grundelement e 
heiise das positive, sein entgegengesetztes e' das negative. Die Summe 
von e und e' zu a addirt gibt wieder a, man schreibt daher auch 

Das entgegengesetzte Element des positiven Bruchtheiles Sn von e 
heifse der negative Bruchtheil £«, und wiederum soll 

a + «« -f fin -= a oder £^ + «; = 
sein. Da 

» = « + ((«n + «•) + (^1. + «n) -I h («» + «0 wmal) = 

= a + w*„ + **^» «= a + e -f- nsn 
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ist, wird 

d.h. €n ist der n*®Theil von e' und nach der früheren BezeichuuDgs- 
weise gleich — • 

Es gilt nun auch die Beziehung 

und darum kann man jede aus den beiden Elementen e Und e' und 
deren Bruchtheilen zusammengesetzte Zahlengröfse a auf die Form. 

bringen I wo a^ und a^ nur aus e zusammengesetzt sind. Ist hierin 
a, > ttj , etwa a, = cfg + " » ^^ ^^^^ 

a = {a^Bm + aj«;;,) + «£« = «^m . 
Ist a, < ttj und zwar Oj = a, + ^, so folgt a = ^f^; wenn endlich 
»1 = «2 ist, so wird a gleich Null. 

Zwei Zahlengrofsen der neuen Art sind wieder gleich^ wenn sie so 
umgeformt werden können , dafs sie die positiven und negativen Ele- 
mente e und e' j Bn und £« in gleicher Anzahl enthalten. 

Angenommen, dafs die Zahlengrofsen in der Form 

gegeben seien, worin a^, Aj, &i, h^ nur aus den positiven Elementen 
e und £« gebildet sind, so kann man auch sagen, dieselben sind ein- 
ander gleich, wenn 

«1 + 62 = ^1 + ^2 
ist. In der That, mit a =» 2) mufs auch 

Ol + ajc' + a2 + 62 =^ ^1 + ^2^ "h ^2 + ^2 
und hierauf 

ö^i + 62 ""^ ^1 "t" ^-2 sein. 

Die genannte Bedingung ist also nothwendig, sie ist aber auch hin- 
reichend, denn offenbar folgt umgekehrt aus derselben: a = h. 

Zur Gleichheit von a und h mufs demnach die Summe der posi- 
• tiven Elemente aus a und der entgegengesetzt genommenen negativen 
Elemente von h gleich sein der Summe der positiven Elemente von 2» 
und der entgegengesetzt genommenen negativen Elemente aus a. 

Die Addition der neuen Zahlengrofsen besteht wieder in der Ver- 
einigung derselben zu einer Gröfse. Zufolge des jetzt geltenden Gleich- 
heitsbegriffes kann man die positiven und negativen Theile gesondert 
vereinigen und die hervorgehenden Summen zusammenziehen oder man 
vollzieht die Verbindung in beliebig anderer Folge. 

Die MuUiplication zweier aus entgegengesetzten Grundelementen 
e, e' (oder den entgegengesetzten Einheiten + I9 "^ ^) ^^^ deren 
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Bruchtheilen — und — gebildeten Zahlengröfsen ist, wie wir gleich 

sehen werden , mit Hilfe der Multiplicationsgesetze der aus e zusammen- 
gesetzten ganzen Zahlen auszuführen, wenn mau nur die Multiplication 
der Grundelemente ; also die Producte 

ee, ee\ e'e, e'e' 

auszuführen vermag. 

Unter Festsetzung der Permanenz der früheren Verknüpfungs- 
regeln setzen wir gleich ee' = e'e. 

Um die genannte Behauptung zu beweisen, zeigen wir, dafs neben 

e e ee i « e' ee' ■% e'e' e'e' 

_ . _ = — auch = — und = — 

ffi 11 Tfin m n tnn tu n mn 

ist. In der That schliefsen wir z. B. aus den Gleichungen 

m (~ - -] = ( - — 4- — . ~ -I- . . . 4- — . — (( wmal)) 

^- 4- -_ -^ . . . (mmal) ) • — = c — 



und 



dafs 



"♦» (i --i) = ^(^ + :^ + • • • + ^ (nmal)) =ce', 



e 


e 




ee ee 




• WM^B 


S=B 




m 


n 




tnn ntn 
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e' 




e e e e 



n m 

wird. Ebenso gilt 

e e e e e e e e 

m n mn nm n m 

Wir müssen daher zur Multiplication unserer Zahlengröfsen nur noch 
die Regeln für die Multiplication der Grundelemente kennen lernen. 
Wegen c + ^' = ist 

a = a -{- e '^- e' und ae == ae -\- e -\- e\ 

Die Multiplication der ersten Gleichung mit e führt auf 

ae = ae + cc + ^'ß; 
und wenn ee = e festgesetzt wird, folgt 

e e = ee = e .*) 
Weil ferner die Gleichungen 

ae = ae' + e + ß', «ß' = o,e + ß^' + ^'ß' 

bestehen, wird 

e'e' = e. 

Sind nun a und h zwei aus e und e\ s^ und b'^ zusammengesetzte 
Zahlengröfsen, so besteht die Multiplication von a mit h darin, dafs 
man eine dritte Zahlengröfse aus a und der entgegengesetzten ae' und 



"*) Es ist entweder «€ = e oder e e' ^s^ e \ eine Gleichung mufs festgesetzt sein. 
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den Bruchtbeilen beider so bildet^ wie b aus den Grundelementen e und 
e' und deren Brucbtheilen zusammengesetzt ist. 

Die Subtraction positiver d. h. aus e und den Bruchtbeilen — ge- 
bildeten Zahlengröfsen ist mit Hilfe der aus den entgegengesetzten 
Elementen e' und Sn gebildeten negativen Zahlengröfsen stets aus- 
führbar, denn die Zahlengröfse, welche zu b addirt a gibt, ist offen- 
bar a + be\ 

Diese Gröfse war früher mit a — b bezeichnet, daher schreiben wir 

a -^b = a -{- be' 

und nunmehr für be einfach — 6, für e — e und nennen e' = — 1 
die negative Einheit. 

Die der positiven Gröfse b oder be entgegengesetzte negative ist 
nun — b = — be = be' und in dieser heifst b der absolute Betrag von 

— 6. — Will man anzeigen, dafs eine Gröfse c nach gehöriger Trans- 
formation nur positive Elemente enthält, so setzt man derselben das 
Zeichen -j- voraus. Ist b ganzzahlig aus — 1 zusammengesetzt, so 
heifst diese Gröfse eine negative ganze Zahl. Ihr absoluter Betrag 

— b wird mit | b \ bezeichnet. 

Die Subtraction negativer Gröfsen ist jetzt durch Addition der 
entgegengesetzten positiven Gröfsen zu ersetzen. 

Die Multiplication einer Zahlen gröfse a mit Null gibt Null, denn 
es ist 

a /w + ( — nifi = am + a ( — m) = a (m — w) = am — am = , 

und umgekehrt folgt aus ab = 0, dafs ein Factor Null ist. 

Die Division besteht wieder in der Ermittelung von &, wenn in 
a — c a und c gegeben sind. 

Die Rechnungsregeln folgen aus der Definition der Rechnungsarten. 

Ein Product ab = c ändert sich, sobald b andere und andere 
Werthe erhält, aufser wenn aa=0 ist. umgekehrt ist b stets bestimmt, 
aufser in eben diesem Falle a'<= 0. Ist neben a auch c gleich Null, 

so kann man b beliebig wählen und darum ist -— keine bestimmte 
Zahlengröfse. Ebenso wenig hat — einen bestimmten Werth, denn wäre 
-- die bestimmte Gröfse, welche mit Null multiplicirt c gibt, so müfste 

sein oder die bestimmte Gröfse c wäre unbestimmt. Dieser Wider- 
spruch nöthigt uns, die Division durch Null als unzulässig zu erklären 
und auszuschlielBen. — 

Es ist nun gezeigt, dafs die für die ganzen Zahlen aufgestellten 
Rechnungsarten mit den positiven und negativen ganzen und ge- 
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brochenen Zahlengröfsen, die nnter dem Namen der rationalen Zahlen- 
gröfsen zusammengefafst werden , mit alleiniger Ausnahme der Division 
durch Null widerspruchslos durchzuführen sind. Wir konnten die Rech- 
nungsregelu für die neuen Grofsen ableiten und darum sind wir — 
wie gleich erklärt werden soll — berechtigt, dieselben fernerhin in die 
Rechnung aufzunehmen. 

Wenn wir später irgendwo eine Aufgabe in den rationalen Zah- 
lengröfsen nicht lösen können, wie die Subtraction ganzer Zahlen in 
eben diesen Grofsen nicht durchführbar ist, sofern der Minuend kleiner 
ist als der Subtrahend, oder die Division ganzer Zahlen nicht in ganzen 
Zahlen zu bewerkstelligen ist, wenn der Dividend kein Multiplum des 
Divisors ist, werden wir neue Gröfsen zu definiren und hierauf den 
Vergleich der neuen Gröfsen untereinander und mit den rationalen 
vorzunehmen haben. Dabei fordern wir, dafs sie denselben Verknü- 
pfungsregeln folgen wie die ganzen Zahlen, und suchen ihre Rech- 
nungsregeln, "wie z. B. ee' = e' eine war; oder besser wir fragen, ob 
und wie sind für die neuen Gröfsen a, &, c... die arithmetischen 
Grundoperationen (Addition, Multiplication, Subtraction und Division) 

zu definiren, damit a-f-6, a6, a — 6, ,- Gröfsen derselben Art 

bleiben wie a und b selbst, und dafs ferner die in den folgenden Glei- 
chungen ausgesprochenen Gesetze gelten: 

a + 6 = fc -j- a, {a -{-b) -{- c = {a + c) -{-b, 

ab = ba, {ab)c = (ac)b, a (6 -|- c) = a6 -j- ac, 

(a — 6) + 6 = a, -^b = a. 

Die Existenzberechtigung neuer Gröfsen in der Rechnung werden 
wir wie früher blos darin suchen, dafs sich von ihnen die Rechnungs- 
operationen in der nun bestimmten Weise widerspruchslos ausführen 
lassen. 

Das bisherige und das weiterhin zu gewinnende Gröfsensystem für 
die Rechnung ist und wird auf einer — soweit wir hier sehen — 
allerdings bestimmten aber nur formalen Grundlage aufgebaut Von 
vornherein besteht ja kein zwingender Grund, von neu definirten 
Gröfsen zu verlangen, dafs sie den Rechnungsgesetzen ganzer Zahlen 
gehorchen, aber diese (willkürliche) Forderung, die so lange erlaubt 
ist, als keine Widersprüche daraus erwachsen, hat eine unentbehrliche 
Harmonie in der Mathematik zur Folge. Es bedarf keiner Rechtferti- 
gung, wenn vrir gerade die Permanenz der formalen Gesetze zum 
Princip erheben; die Existenzberechtigung der neuen Gröfsen in der 
Rechnung ist aber zweifellos, wenn die genannten Forderungen auf 
Grund gewählter Definitionen zu erfüllen sind. 

Andrerseits wird man aber auch die Definition eines neuen Be- 
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grifFes nach dem Princip der Permanenz der formalen Gesetze wählen. 
Bei der Einführung eines neuen Begriffes in die Mathematik ist es 
oftmals gewissermafsen willkürlich , in welcher Weise man die auf 
frühere Begriffe angewandten Operationen aof die neuen überträgt. 
Ist etwa die Definition der Potenz einer rationalen Zahlengröfse a 
durch wiederholte Multiplication gegeben: 

a^ = a .a . . ,a (nmal) , 

so zwingt uns von vornherein nichts, dafs wir unter der ganzzahligen 
aber negativen Potenz etwas Bestimmtes verstehen. Unterwerfen wir 
aber die positive ganzzahlige Potenz den früheren Operationen und 
lassen wir die Rechnungsregel 



•m 



Qm-n ^^ -V, ^) 



auch dann gelten, wenn m — n negativ oder Null ist, so folgt 

a-{n—m) =- — ! 

als Definition der negativen Potenz und ebenso a^ =» 1 . 

§ 5. Besondere Darstellung der rationalen Zahlengrölben. ''^) 

Wir wollen eine bestimmte Darstellung der bisherigen positiven 
Zahlengrofsen und zuerst der aus dem Grundelemente e = l gebildeten 
positiven ganzen Zahlen besprechen. 

Ist a eine bestimmte Zahl ^ 2 und a eine beliebige Zahl ^ a, so 
wird a mit einer der ganzzahligen Potenzen 

übereinstimmen (a = «"*) oder zwischen zwei aufeinander folgenden 
liegen («"* < « < a"*+^). In diesem Falle ist nothw endig 

a =» a*" c oder a = «*" c + ^? 
wo die ganzen Zahlen c < a und r < «*" sind. 

Ist r ^ a , so mufs 

r = Cj «*"' oder r = c^ «"»> -f- r^ 
sein, wo neben 

W| < w, 1 ^ c, < a, r, < «"•• 

ist. Im Falle r^^a setze man neuerdings 

rj e= Cj«"** oder r^ = c^(x^ + Tj, 

m.^ < w, 1 <^ c, < a, r^ < aP'-' 

usw. So fortfahrend wird man zum mindesten nach {m — 1) maliger 



*) Siehe Stolz: Vorlesungen über allgemeine Arithmetik. 
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Wiederholung zu einem Reste r^-i < cc gelangen und kann a als 

Summe 

ca"» + c, «"»-* -j 1- Cm^ia + r,„_i (1) 

darstellen^ in der c, c, , ... c^-i der Gröfsenreihe 

0,1,...« — 1 
entnommen sind. 

Diese Darstellung ist nur auf eine Art möglich; denn setzt man 

auch 

a = da"" + dj«»-! -|- . . . 4- dn^ia-{- Pn^i^ 

so ist die Übereinstimmung der beiden Darstellungen leicht erwiesen. 

Da sowohl 

a^ <i a <, «"*+* als auch «*•<«< «»+* 
gilt, ist ja 

«« < «*+!, a« < a"^-^^, 

und diese Ungleichungen bestehen nur zusammen, wenn n = m ist. 
Weil ferner 

ca^ ^ Ä < (c + 1) «*» , da»» <^ a < (d + 1) «*" 

ist, mufs 

c<d+l, d<c+l, also d = c 

sein. Durch dieselben Schlüsse folgt dj == c, , dj *=* ^2> • • • • Pm-i =* 
r,„_i, q. e. d. 

Nehmen wir nun eine aus der Einheit und deren Bruchtheilen ge- 
bildete (positive) rationale Gröfse -^ auf, so ist entweder 

a = c^b oder a <» Cq& -{- r^, 

wo von den ganzen Zahlen Cq und r^ die letztere kleiner ist als b. Es 
wird also 

-|- = c^ oder Cq<^ <Cq+1. 

Bildet man arQ = c^b oder «Tq «» Cji -}" ^i; wo c, eine ganze Zahl 
aus der Reihe 0, 1, 2, ... a — 1 und 1 < ^i < 6 ist, so wird 

h = ^0 + V ^^^^ ^0 + ^ < ^0 < ^0 + ^^ • 
Indem man die Divisionen 



d 






fortsetzt y folgt für -^ eine Darstellung: 



c. 



T = ''o+-?+t + --- + «»' (^) 



Bi^ r m a D n , Fnnctionentiieorie. 
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wenn die Division einmal ohne Rest r^ aufgeht. Weil mit der Glei- 



ar 



chung — j- — = Cj 



m—i ^ 






wird, sieht man, dafs die genannte Darstellung nur möglich ist, wenn 
b allein atAS Primfactoren von a zusammengesetzt ist; dann aber gibt 

es für ~ nur eine in Rede stehende Darstellung, in der man auch Cq 

in der früheren Weise ausdrücken kann. 

Sollte keine der Divisione^i aufgehen, so gibt es in der Reihe der 
Gröfsen r 'höchstens 6 — 1 verschiedene, da nur h — 1 ganze Zahlen 
kleiner als h existiren. Wenn es somit in der Reihe r«, r, ...n-i 
einen wiederkehrenden Werth r^ gibt und etwa 

ist, SO wird 

und folglich wiederholen sich in der Reihe der Gröfsen c„,4-i, ^m+2. • • 
die Ä ^ 6 — 1 Gröfsen c^+i, Cm-\-% - . . 0^+* ohne Ende. 
Die Zahl 

heifst die zu -r- gehörige Periode in Bezug auf die Basis a. Ob man 

o \ 

in dem Falle des Erscheinens einer solchen Periode 
A«,c. 4--^4--^-l I-— + — A4- — 4--i--J ^ 

6 ^0 ^ « ^ a, ^ i- ^m T^ «"»+* V ^ a* ^ «**^ ) 

setzen kann, mufs erst untersucht werden, denn jetzt können wir aus 
der Beschaffenheit unmittelbar aufeinander folgender Gröfsen c nur 
schliefsen, dafs die Ungleichungen 



^ + ^+^ + --- + ^<^<'\.+^+^+-- + 



'n-^'k -^ 



bestehen. Der absolute Betrag der Differenz der Gröfsen, zwischen 
welchen -^ eingeschlossen ist, ist gleich — ^ und dieser kann bei hin- 

jänglich grofs gewähltem n kleiner gemacht werden, als ein noch so 
kleines Element £» = — 

V 

Wir erkennen also, dafs die Darstellung einer positiven rationalen 

Gröfse ^ nicht immer in der Form einer Summe einer endlichen An- 

zahl ganzer Zahlen und Brüche mit den Potenzen einer fest gewählten 
Zahl a als Nenner möglich ist, und bei dem Versuche, diese Dar- 
stellung allgemein durchzuführen, begegnen wir Summen mit einer 
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unbesehränkten Anzahl von Elementen e und .s, = — , die wir nun 
für sieh behandeln müssen. 

§ 6. Einführung der irrationalen Gröfsen. 

Wir ziehen ganz allgemein Gröfsen in den Kreis der Betrachtung, 
die im Gegensatz zu den rationalen Zahlengröfseu durch Zusammen- 
setzung einer unbeschränkten Anzahl von (vorderhand blofs positiven) 
Elementen gebildet sind. Begrifflicii ist eine solche Gröfse durch 
eine ;, Reihe'' 

vollkommen definirt, wenu man angeben kann, welche Elemente und 
wie oft diese in der Reihe auftreten. 

Wir denken uns durch die Reihe ein Object, eine Gröfse gesetzt, 
fassen die Reihe im Gegensatz zu den Elementen und den Summen 
einer endlichen Anzahl von Elementen als Gröfse für sichjinf. 

Es mufs zunächst gezeigt werden^ wie man die neuen Gröfsen 
untereinander und mit den rationalen Zahlengröfsen vergleichen kann. 

Die Definition der Gleichheit rationaler Gröfsen, die auf der 
Transformation in gleiche Elemente £, beruhte, ist hier nicht anwend- 
bar, weil eine unbeschränkte Anzahl von Tr|knsformatiouen unausführ- 
bar ist. Man kann z. B. die Gleichheit von 

I 3 j 3 [ 3 j 

— - una ^0 "1 7q2 "T "j^ "1 ■ • ' » 

wo 10 die Stelle des früheren a veriaritt und 3 die Periode von — ist, 

nicht in der früheren Weise darthun, und man mufs eine neue De- 
finition der Gleichheit aufsuchen. 

Dazu führt die folgende Definition : Nimmt man aus einer Gröfse 
a der neuen Art eine willkürliche aber beschränkte Anzahl von Ele- 
menten heraus, so sagt man, man habe einen Bestandtheil herausge- ^ 
griffen. Damach heifst b ein Bestandtheil von a , wenn eine beschränkte 
Anzahl von Elementen in a so transformirt werden kann, dafs in a 
nebst h noch andere Elemente vorkommen. 

Gröfsen der neuen Art, in denen jede Zahl als Bestandtheil ent- 
halten ist, heifseu unendlich. Wir schliefsen diese Gröfsen von der 
Betrachtung aus, bemerken aber gelegentlich, dafs eine Gröfse^ die 
ein noch so kleines Element unendlich oft enthält, selbst unendlich 
ist. Da man z. B. zeigen kann, dafs 

l+-2"+3^"l ^■"^H 

das Element - unendlich oft enthält, indem ja 



/ 
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1, 1 , ■ 1 1 1 



» + 1 ' n + 2 ' • n+n "'^ 2n 2 

ist, so ist die genannte Gröfse unendlich. 

Eine Gröfse a keifst endlich, wenn es eine aus einer angebbaren 
Anzahl von Elementen gebildete (rationale) Zahlengröfse gibt, die in 
a nicht als Bestandtheil enthalten ist, oder wenn man eine aus einer 
beschränkten Anzahl von Elementen zusammengesetzte Zahlengrofse b 
angeben kann, der Beschaffenheit^ dafs jede aus Elementen von a ge- 
bildete Zahlengrofse in b enthalten ist. 

Nach diesen Definitionen heifsen zwei Gröfsen der neuen Art 
gleich, wenn jeder Bestandtheil der einen Gröfse in der anderen als Be- 
standtheil enthalten ist. 

Diese Definition umfafst offenbar die früheren Definitionen der 
Gleichheit rationaler Zahlengröfsen ^ bei denen wir ja auch von Be- 
standtheilen sprechen können. 

Zwei unendliche Gröfsen sind einander gleich und jede ist gröfser 
als jede endliche Zahlengrofse. 

Wir stellen nun folgende evidenten Sätze auf: 

1) ist b ein Bestandtheil von a und b = c, so ist auch c Bestand- 
theil von a. 

2) Ist c in b und & in a als Bestandtheil enthalten, so ist auch 
c Bestandtheil von a. 

3) Sind a und b ungleich , so mufs es eine Gröfse c geben ^ die 
in a oder b enthalten, aber in b respective a nicht enthalten 
ist. Dann ist jeder Bestandtheil von b m a, beziehungsweise 
jeder Bestandtheil von a in b enthalten. 

In dem ersten Falle heifst a gröfser als b, im zweiten a kleiner 
als b. 

Zum Beweise des dritten Satzes sei 

ft = 6j -j- ftj, by <c, 

also &] ein Bestandtheil von c. Wenn c Bestandtheil von a ist, wird &, 
in b und a enthalten sein ; und das gilt von jedem Bestandtheil von 6. 

Für die Gleichheit zweier Gröfsen läfst sich ein einfaches Krite- 
rium angeben. 

Wir bemerken zunächst, dafs in der Folge von Zahlengröfsen 

1 2 m m+l 



, . . . — , 



n ^ n n ^ n 



gewifs eine erste existirt, die gleich oder gröfser ist als eine vor- 
gelegte endliche Gröfse a. Es sei 

»1 4-2 ^ 

dann wird 

— - - < a, — < «• < a, . . . . 
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d. h. ist ßestandtheil von a. Bringt man die Grofse a nach Ver- 
einigung einer endlichen Anzahl von Elementen auf die Form 

a = a, + öi2; wo a, ^ — ist, 
80 wird 

9. 
»2 < 



n 

Wählt man nun eine beliebig kleine Grölte d, so kann man nach 
einer endlichen Anzahl von Operationen ' einen solchen Bestandtheil aj 
aus a herausgreifen , dafs a — a^ < d wird. Man hat n nur so grofs 

zu wählen, dafs-—- < d ist. 

Sind zwei gleiche Grofsen a und b gegeben, so zerlege man die- 
selben durch eine endliche Anzahl von Transformationen in 

ö = »I + «27 & = 6, + &2? 

wo 02 und &2 kleiiiCf sind als eine positive Grolse 8. Weil der abso- 
lute Betrag von a^ — &], den wir mit |a| — &J bezeichnen, auch 
kleiner ist als d^ erhalten wir den Satz: 

AiAS zwei gleichen Zahlengröfsen a und b lassen sich stets solche 
Bestandtheile a^ und b^ herausnehmen, dafs die Differenzen {a — a,), 
(& — 6,) und der absolute Betrag | «i -- ij | Meiner wird als eine belie- 
big Meine vorgegebene positive Grofse, 

Dieser Satz wird durch seine Umkehrung von Bedeutung, die fol- 
gendermafsen lautet: 

Kann man von zwei Gröfsefi a=^ a^'\-ii2, & = &i + 627 ^0 die 
Bestandtheile aj und K^ Meiner sind als eine vorgegebene beliebig Meine 
Grofse 8y zeigen^ dafs auch l^j — &il < * mrdy so sind a und b ein- 
ander gleich, d. h. jeder Bestandtheil von a ist inb und umgekehrt jeder 
Bestandtheil von b ist in a enthalten. 

Beweis. Es sei c ein Bestandtheil von a, dann zerlege man a 
derart in «i + o^, dafs a^ < ä und aj > c wird. Femer sei in 

6 = 6, + ^2 ^2 < * ^^^ 1 «I — *i I < *• 

Zufolge der letzten Bedingung ist entweder a, Bestandtheil von &, , 
und dann wird c in a und b enthalten sein, oder es ist fr, Bestandtheil 
von öj, also a, — &i < *• Es sei a^=^b^ -\- Sy Yfo s ebenso wie a, 
und &j eine rationale Zahlengrofse bedeutet, die kleiner sein soll als d, 
dann wird 6, > c — « und 6 — c > 62 — *• Nehmen wir an, dafs c 
kein Bestandtheil von 6 sei , so mufs a > b^ sein und a, — 6j = « wird 
nicht kleiner als das beliebig kleine 9. Ist aber c Bestandtheil von 6, 
so wird e < &2 ^^^ unsere Bedingungen sind erfüllt. Damit ist der 
Satz bewiesen. 
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Sind a und h zwei durch eine unbeschränkte ÄneaM von Elementen 
zusammengesetgte ungleiche Oröfsen, so kann man in dem FaUe b < a 
stets eine rationale Gröfse d so finden , dafs auch noch 

6 + tf < a 
wird; ist aber a < b^ so existirt eine Gröfse d, für die noch die Un- 
gleichung 6 = d>o 

erfüUt wird. 

Beweis. Es sei 

und & < a, dann gibt es eineu Bestandtheil c von a, der nicht in b 

enthalten ist. Denken wir jetzt aus a so viele Elemente — heraus- 
gegriffen ^ dafs ^ 

c <- + + • • • + » 
so wird c+ - auch Bestandtheil von a sein, aber gewils nicht von 

& + d, wenn d < - ~ gewählt ist. Man kann also ein d der For- 

derung gemäCs angeben. 

Ist b <a, so kann man aber auch eine Gröfse d so bestimmen, 
dafs & -}- ^ = « wird. 

Beweis. In der That wählen wir aus der Elementenreihe 



1 1 1 

n 



1 * * 



zwei aufeinander folgende Terme - , — , so dafs 

und gilt hier die Gleichung a == 6 -j , so ist - die verlangte 

Gröfse d. Im Falle a > i H suche man ein Element — , so dafs 

b + — + -^-->a>6 + — + — . 
' ni ' «,—1 ^ = * M, ' fif 

Es kann hier nj ^ w, , aber nicht n^ <»i sein, sonst wäre nämlich 
die erste Ungleichung nicht richtig. — Gilt hier das Gleichheitszeichen^ 

so ist 1 = dj andernfalls bestimmt man ein Element, so dafs 

6 + — + —+ ^-^a>b + — +- + — 

usw. Durch das beschriebene, vielleicht endlose aber bestimmte Ver- 
fahren wird eine Gröfse i definirt, denn man kann ihre Elemente 
nach und nach angeben; sie ist endlich und erfüllt die Gleichung 

ft -f- J = a. 
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In der That: wäre sie unendlich ^ so hätte sie einen Bestandtheil c, 
der gröfser ist als irgend eine willkürlich vorgelegte Zahlengröfse 6r. 
Ist dann v so gewählt; dafs 

SO mufs 

a>G 
sein, denn i i i 

ist Bestandtheil von a usw. Nun wäre aber a auch unendlich und das 
widerspricht der Voraussetzung. 

Endlich ist 6 -|- * "^ ^> ^^^^ jeder Bestandtheil c von 6 + d ist 
in a enthalten und umgekehrt. — Es sei wieder v so gewählt, dafs 

dann folgt unmittelbar: c ist Bestandtheil von a, denn die rechts- 
stehende Grofse ist in a enthalten. 

Ist a andrerseits in a^ -{- a^ zerlegt ^ wo a^ aus einer endlichen 
Anzahl von Elementen zusammengesetzt ist, so ist dieser Bestandtheil 
a, von a in h -{- d enthalten. — Nimmt man in d die gleichen Ele- 
mente zusammen, definirt d also durch die Reihe: 

1 (" • • • H ■ "t" • • • 1 

so bestehen die Ungleichungen 

denn es ist (aufser im Falle m^ =» 2) 

•V+i > (V - , . _i V , 1 

m^ m^ ' 1»^ — 1 »^ w^ (»*^ — 1) 

Wählt man a derart, dafs — < «o, so wird 

und ai erscheint als Bestandtheil von & + ^* 

Nach diesen Ausführungen ist es ein Leichtes, die Gleichheit von 

oder die von 

1 + 4" + i ^ •" "^1 ^ — "°^ ^ 

oder 

T7i + ^S+TÄ+---^n[n-t) ''"'^ ^ 
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zu beweisen, indem man zeigt, da(s jeder Bestandtheil der links ste- 
henden Grofsen in den entsprechenden rechts vorkommt und umgekehrt. 

Nach Aufstellung des Begriffes einer aus einer unbeschränkten 
Anzahl tou Elementen gebildeten Grofse, nach den Definitionen des 
<}leich-, Gröfser- und Kleiner-Seins zweier solcher Gröisen, mufs mau 
untersuchen, „ob und wie sich für dieselben die arithmetischen Grund- 
Operationen so definiren lassen , dafs erstens die aus zweien Grofsen 
a und b gebildeten Grofsen 

a -^ iy a — 6, a&, -v- 

Gröfsen derselben Art sind und zweitens die in den auf Seite 15 an- 
gegebenen Gleichungen ausgesprochenen Gesetze gelten.^ 

Die erste Gleichung verlangt, dafs die Sumfne zweier Grofsen a 
und b als eine dritte Grofse definirt wird, welche alle Elemente von 
a und b enthält und zwar in der Vielheit, als sie in a und b zu- 
sammen vorkommen. 

Die Summe a-^b ist mit a und b endlich , denn es gibt Zahlen- 
grofsen a uod /), die gröfser sind als jeder Bestandtheil von a resp. 6, 
und « + /5 wird gröfser als jeder Bestandtheil von a -\- b. 

Die Summe einer angebbaren Anzahl endlicher Grofsen ist wieder 
endlich, die Additionsgesetze bleiben erhalten und gleiche Grofsen 
vertreten einander in der Summe. 

Das Product zweier Grofsen a und b ist eine Grofse , die aus den 
Producten jeglicher Elemente von a und b zusammengesetzt ist. Dar- 
nach kann man angeben, welche Elemente und in welcher Anzahl 
diese in dem Product vorkommen, dasselbe ist also begrifflich definirt. 
Man mufs nur zeigen, dafs das Product mit den Factoren endlich 
bleibt, dafs die Multiplicationsgesetze erhalten bleiben und sich in 
dem Product gleiche Grofsen vertreten können. 

Zufolge der Definition der endlichen Gröise kann man eine ratio- 
nale Zahlengröfse a angeben derart, dafs jeder Bestandtheil (a, -f* ^2 
-f- • • • -f- <hn) von a in a enthalten ist. Ebenso sei ß eine rationale 
Grofse, die jeden Bestandtheil (61 + 63 + ' ' ' + ^m) von b enthält. 
Greift man hierauf aus dem Producte ab einen Bestandtheil 

k i 

heraus, wo h und l kleiner oder gleich m beziehungsweise n bleiben, 
so ist 



n 
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d. fa. jeder Besiandtheil des Produetes ist in aß eiithalieu und ab ist 
endlich.*) 

unter steter Verwendung des verallgemeinerten Gleichheitsbegriffes 
lassen sich die Multiplicationsgesetze beweisen und endlich ist auch 
ab = ab\ wenn &«=»&' ist. Dazu mufs wieder jeder Bestandtheil y 
von ab auch iu ab' enthalten sein und umgekehrt. 

In y kommt ein Bestandtheil von a und einer von b vor, der letztere 
ist auch in 6' enthalten. Es läfst sich also stets ein Bestandtheil 
(6i' + 62' "f" • • • + ^m) von 6' angeben, der mit dem in Rede stehen- 
den Bestandtheil von a multiplicirt zu einem Producte führt, das 
grofser oder gleich y ist. Folglich ist y auch in ab' enthalten. 

Umgekehrt ist jeder Bestandtheil von ab' auch in ab enthalten; 
und darum ist ab = ab\ — 

Jd0t sind mr m beurtheilen im Stande, wann die Summe einer 
vorgegebenen unendlichen Menge (zuerst blos) positiver und rationaler 
Zahlengröfsen a^^a^. . .On, d. i. diejenige Grofse, welche alle Elemente a^ 
in derselben Vielheit wie die Menge enthält, eine bestimmte Bedeutung 
hat Vor aUem darf Jcein Element oder Summand a, unendlich sein 
und keiner unendlich oft vorkommen, sonst wäre die Summe auch xm- 
endlich und darum unbestimmt, weil wir nur sagen können, sie ist 
grofser als jede endliche Zahlengröfse. Ferner mufs jede aus einer 
endlichen Anzahl von Elementen a^ gebildete Summe kleiner sein als 
eine angebbare Zahlengröfse, damit die Summe der unendlich vielen 
Eletnente endlich ist. 

In der That, bedeutet Sm die Summe irgend einer endlichen An^ 
zahl von Elementen, so kann man in der Reihe von Summanden 

ein n stets so bestimmen, dafs 

n 

Sm ^ ^, gy 

ist. Wäre nun Sm> Gr, wo Cr irgend eine angebbare Zahlengröfse 
bezeichnet, so besäfse S„, einen Bestandtheil , der in O nicht mehr ent- 
halten ist. Doch weil Sm uur Bestandtheile besitzt, die der Summe 
aller Elemente a, angehören, so müfste die Summe unendlich sein, in- 
dem ja G beliebig grols gewählt werden kann. Die genannte Bedin- 
gung ist also nothwendig; sie ist aber auch hinreichend, denn wenn 
eine Zahlengröfse g^ Sm existirt, wird 



♦) Hier ist ^^ \ das Zeichen für 6, + di + • • + \^ ^^ ^j%K ^^ 

Zeichen für die Summe aller Gombinatioiien a^b^, wenn ft und v die Zahlenreihen 
1, 2 ... 11» und 1 , 2 . . . n durchlaufen. 
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m 



9> ^(^^ 

Bein, wie grofs auch m gewählt sein mag, d. h. g enthält Bestandtheile, 
die der Summe nicht angehören. Wenn somit jeder Bestandtheil der 
Summe in der angebbaren Gröfse g enthalten ist, wird die Summe 
aller Elemente endlich. 

Zufolge des für die aus unendlich vielen Elementen zusammen- 
gesetzten Gröfsen geltenden Gleichheitsbegriffes kann man die Sum- 
manden beliebig vertauschen, ohne dafs die Summe der neu geordneten 
Reihe von der ersten Summe abweicht. 

Man kann die Summanden auch beliebig in Gruppen zusammen- 
fassen und diese summiren. Hierbei ist es für das Resultat gleich- 
giltig, ob man Gruppen mit einer endlichen Anzahl und eine mit 
einer unbeschränkten Anzahl von Elementen bildet, oder eine endliche 
Anzahl von Gruppen, deren jede unendlich viele Elemente besitzt, 
oder ob man unendlich viele Gruppen mit einer endlichen Anzahl von 
Elementen zusammensetzt; die Summe besitzt jedesmal dieselben Be- 
standteile. 

Es ist auch erlaubt, jedes Element a, durch eine demselben gleich- 
werthige Gröfse zu ersetzen, ja selbst dann, wenn die Elemente a, 
aus unendlich vielen Elementen zusammengesetzt sind: 

a^ = 6j(0 -I- 6^(r) + ...+&(;) .^ ^ 

denn die Summe der Summanden b]^^ ist mit der Summe der a^ end- 
lich und dieser gleich. 

In der That existirt ja eine Gröfse g, die gröfser ist als jeder 
Bestandtheil der Summe a^, und wie grofs mau n auch wählen 
mag, es wird 

i^ > a, + Oj + '•• + «« • 

Nimmt man hierauf irgend eine Summe von Gröfsen b^^^ : 
so ist 



also umsomehr 



r7>6(^«)-f 6(V)+... + 6(^«) 



und die Summe der Grölsen b ist endlich. Ebenso leicht folgt die 
zweite Behauptung. — 

Aus der Uefinition des Productes zweier aus unendlich vielen Ele- 
menten zusammengesetzten Gröfsen a und b erschliefst man, wie eine 
endliche Summe unendlich vieler Summanden mit einer Gröfse multi- 
plicirt wird und wie man das Product zweier solcher Summen erhält 
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Es vyinl 
(aj + aj + • • • + a« + • • •) ^ «= ia, + ha^ + • • • + bün + • • • 

= 6(a, + «2 + • ^ • + «n + • • 
and 

= a, &, + ajftj + «2^1 + • • • + ö« ^1 + «n-162 + «i^« + • • * 
Bezeichnet man die Summe der Gröfsen a, mit iSa, die der Gröfsen b^ 
mit jSft; so haben die neu gebildeten Reihen die Summe b.Sa resp. 

Sa . S*. — 

Ist eine unendliche Menge endlicher Gröfsen 

1 > 2 7 • • * *• ) * ' * 
gegeben^ unter denen nicht unendlich viele gleiche vorkommen; so 
sagt maU; dafs die Summen 

0| s= Äj , S2 = öj -j- öj, fi's = <^i ~f" ^2 ~f" ^3» • • • 

Äw = »1 + ttj + • • • + a» 

gegen eine Gröfse S convergiren, wenn nach Annahme einer beh'ebig 
kleinen positiven Grofse d eine ganze Zahl m so bestimmt werden 
kann, dafs für alle Werthe von n^m 

S-Sn < S, 

Wenn die unendliche Menge von Gröfsen a^ eine endliche Summe 
S besüety so convergiren die Summen S, , Sj . . . Sn . . . nach der 
Gröfse 8. 

Wählt man irgend eine kleine positive Gröfse £, so kann man zu 
dieser eine ganze Zahl m derart finden ^ dafs für alle n ^ m 

wird und diese Ungleichung stimmt mit der früheren überein, sobald 

€ < d ist. Dann convergiren die Gröfsen S, , S2 . * . Sn wirklich 

nach S. 

Convergiren umgekehrt die Summen iS^ , /S^ . . . /S« . . . nach der end- 
lichen Gröfse Sf so ist S die Summe der Reihe 

«I + «2 + • • • + öt« + • • • , 
denn wegen der jetzt geltenden Ungleichungen 

S— Sn <d (n>m) 

ist die Summe endlich und von S nicht verschieden. 

Damit ist die Definition der Summe einer unendlichen Reihe voll- 
zogen und wir sehen, dafs die Summe einer unendlichen Menge posi- 
tiver rationaler Gröfsen a^ gleich ist der durch die Zusammensetzung 
dieser Gröfsen definirten Gröfse, die wir oben als ein im Gegensatz 
zu den gegebeneu Gliedern für sich bestehendes bestimmtes Object 
gedacht haben. 
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Jetzt koDnen wir diese Gröfseü direct als Summe unendlicher 
Reihen in die Rechnung einführen und verstehen unter der Summe 
diejenige Gröfse, nach welcher die Theilsummen S^, 6^2 . . . /S« . . con- 
vergiren. Wir müssen nur noch zeigen , dafs bei gehöriger Definition 

auch a — b und — Gröfsen gleicher Art bleiben wie a und b und 

dafs die Gesetze gelten: 

(a — 6) + & "= ö; -g- 6 = a. 

Die Svibtraction neuer Gröfsen a und b macht keine Schwierig- 
keit , wenn der Minuend grölser ist als der Subtrahend. Andernfalls 
mufs man auch Crröfsen einführen, die aus einer unendlichen Anzahl 
positiver und negativer Elemente zusammengesetzt sind. 

Es seien 

^ = «1 + (— «2)1 & = &,+(— 62) 
zwei solche Gröfsen, wo a^, a,, b^, b^ aus unendlich vielen positiven 
Elementen gebildet sind. Sie heifsen gleich, wenn 

«1 + ^2 = «2 + h 
ist. Ist dann a = 6 und b = c, wo c = c, + ( — c^) sei, so folgt aus 

«1 + 62 = ^2 H" ^1 ^^^ 61 + ^2 = 62 H" ^1 
^1 + ^2 ^ ^2 "I" ^1 ^^^ a=^ c. 
Eine aus unendlich vielen positiven und negativen Elementen zu- 
sammengesetzte Gröfse a heifst wieder endlich y wenn eine positive 
Gröfse existirt, die gröfser ist als der absolute Betrag irgend eines 
Bestandtheiles von a. 

Ist a endlich, so mufs umgekehrt sowohl die aus den positiven 
als auch die aus den negativen Elementen von a allein zusammen- 
gesetzte Gröfse endlich sein. — 

Eine Zahlengröße a aus unendlich vielen positiven wnd negativen 

1 1 
Elementen «m •= — ^esp, «L «= kann dwrch eine endliche An- 

zahl von Operationen stets so transformirt werden, dafs der absolute 
Betrag der negativen (oder positiven) Elemente Meiner wird aJ-s eine 
beliebig Meine positive Gröfse d. 
Bezeichnet man 

^=1,2... '^ » = 1,2... 

und ist etwa « > jS, so kann man ß = ßi -}- ß2 so zerlegen, dafs ß^ 

Bestandtheil von a und /S2 < * wird. Setzt man darnach « = «1 + /?!, 

so wird 

a = a — /? = «, + (— /Sj). 

Wäre a</3, so entstünde in dieser Form ein positiver Theil, der 
kleiner ist als das vorgegebene d. 
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Aas den letzten Definitionen und Sätzen gehen für die neuen 
Gröfsen aus positiven und negativen Elementen wie früher die Defini- 
tionen der Summe, des Productes und der Differenz entsprechend den 
Verknüpfungsregeln ganzer Zahlen hervor. 

Wir betrachten hierauf wieder die Summe einer unendlichen Menge 
positiver und negativer Gröfsen, unter denen keine mit unendlichem 
absoluten Betrage und keine unendlich oft vorkommt. Sie wird end- 
lich sein, wenn eine positive Grofse g existirt, die grofser ist als der 
absolute Betrag jedes Bestandtheiles der Menge, und daraus folgt, dafs 
die Summen der positiven und negativen Elemente für sich endlich sind, 
wenn die aus beiderlei Elementen gebildete Gröfse endlich ist (nach 
der früheren Definition). 

Wir können auch sagen , die notJmendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür f dafs die Summe endlich ist^ besteht in der Endlichkeit der 
Summe der positiven und negativen Elemente für sich, oder der End- 
lickkeit der Summe der absoluten Beträge aller Elemente. 

Nennen wir nämlich diejenigen Gröfsen, in welchen die positiven 
Elemente überwiegen, a^, diejenigen, wo die negativen Elemente vor- 
herrschen, br, und setzt man 

a, = «<•>+(- ai^'), 6, = /,<>' +(-6<«) 
und denkt 

oi*» < *„ 6i.'' < e, 

gewählt, wo 6^ und £» kleiuer seien als das Glied a, einer Reihe po- 
sitiver Elemente: 

«j -|- ttj -f- • • • + ^v "f" • • • 
mit endlicher Summe, so wird die ursprüngliche Summe gewifs end- 
lich sein, sobald 

2«!'^ und 2'^f, 
endlich sind. 

In den Reihen aus positiven und negativen Gliedern von endlicher 
Summe kann man die Summanden beliebig vertauschen und willkür- 
lich in Gruppen zusammenfassen, ohne das Resultat der Summation 
zu ändern. 

Mit den neuen Summen rechnet man wie früher mit den aus blos 
positiven Grofsen gebildeten Summen. 

Ist femer 

eine unendliche Menge positiver und negativer Grofsen, so sagt man 
wieder, die Summen 

ßf, = a, -j- ttj + • • • + a» (v = 1, 2 . . . w . .) 

convergiren nach einer Gröfse S, wenn nach Wahl einer beliebig 
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kleinen positiven Gröfe d ein m der Beschaffenheit zu finden ist^ dafs 
für jedes n> m der absolute Betrag von 8 — S« : 

I S - S, |< #. 

Besitzt die unendliche Menge von GröOsen eine endliche Summe 
S, so convergiren die Gröfsen Ä, , Sj, . . . S« . . . gegen die Gröfse S, 
und convergiren umgekehrt S^, /Sj 7 • • • • ^n • • • ^^^h^ 8y so ist die 
Summe d^r Menge S. 

Wieder kann man die aus unendlich vielen positiven und nega- 
tiven Elementen zusammengesetzten Gröfsen als Summe der Reihen 
einführen. — 

Mit der genannten Definition der Endlichkeit einer aus entgegen- 
gesetzten Einheiten und deren Bruchth eilen gebildeten Grofse sind die- 
jenigen Reihen positiver und negativer Gröfsen a, und &, ausgeschlos- 
sen, welche eine endliche Summe besitzen , ohne da(s die Reihen der 
a^ und &y für sich allein endliche Summen haben. 

Solche Reihen , in denen ^ a, und ^^ b^ zugleich unendlich sein 

müssen, indem sonst ^^ a^ -{- ^^ b^ nicht endlich sein könnte , besitzen 

nicht den Charakter von Summen imd sollen deshalb aus der Rech- 
nung ausgeschlossen werden. Die Additionsgesetze verlieren nämlich 
hier ihre Geltung. Nehmen wir so lange positive Elemente Oy^ bis 
ihre Summe gröfser ist als der absolute Betrag einer vorgegebenen 
Gröfse Cy und dann negative Glieder b^^ bis der absolute Betrag der 
neuen Summe kleiner ist als \c\, nehmen dann wieder positive Glieder, 
bis der absolute Betrag der so veränderten Summe gröfser ist als \c\ 
usw., so ist die Abweichung von l^j nie gröfser als der absolute Werth 
des vor dem letzten Wechsel verwendeten Gliedes a, oder b^. Gibt 
es unter den Gröfsen o* und \br\ unendlich viele beliebig kleine, so 
werden die Abweichungen des absoluten Betrages der auf die genannte 
Weise entstehenden Summe von \c\ beliebig klein zu machen sein, 
wenn man nur hinlänglich viele Glieder aw und by benützt. Sind dem- 
nach unter den Gröfsen a, und \by\ keine unendlich gröfsen und nicht 
unendlich oft dieselben, dann kann man durch passende Anordnung 
der Summanden die Summen S^, 82 . . .Sn » " so bilden, dafs diese 
nach jeder beliebig vorgegebenen Gröfse c convergiren. Die Summe 
der gegebenen Reihe ist also von der Anordnung der Summanden 
abhängig.*) 

Wir schlieisen diese Reihen aus und behalten blos diejenigen 
Reihen zurück, welche eine von der Anordnung der Summanden end- 
liche Summe besitzen. Wir nennen sie imbedingt und absolut canver- 



*) Vergl. Riemann^s gesammelte Werke. 
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gent, iDdem auch die Summen der absoluten Beträge jeder endlichen 
Anzahl von Termen nach einer bestimmten Gröfse convergiren. — 

Wir haben jetzt noch nachzusehen, ob wir den Quotienten zweier 
aus unendlich vielen Elementen zusammengesetzten Grofsen a und b 
den genannten Forderungen entsprechend deAniren können. 

Der Divisor b sei gleich eine aus uuendlich vielen positiven Ele- 
menten gebildeten Gröfse, denn die Division von a durch eine ratio- 
nale Zahlengröfse b «?» ^ besteht einfach in der Multiplicatiou von a 

mit — , indem dann die neue Gröfse -^ wirklich den Forderungen 

gemäfs definirt ist. 

Es sei 6 = jp + 2 und hierin p zwar gröfser als q, aber doch 
nur ein aus einer endlichen Anzahl von Elementen gebildeter Bestand- 
theil von p. Der Dividend sei auch positiv. 

Hierauf nehmen wir die folgenden Transformationen vor: 

p + Q ~ ~p '^^p + ^ ~ ~p^ ^ Y ~ plp + 'iy 



p(p + a) p* \p(p+2) p^^ p* ' P^{p + q)' 

p^'ip^ä) ~ p^ » \p^(p + q) '^~pO ~ Y^ p^{p + q) 



% 



P'iP + i) -* jp-+» ^ ^ ' VOP + 9) P"+V 



(_ 1)»-«?." + (_n»+i.__ «3"+'_. 



und erhalten für - -r- die Reihe : 

P + 9L 

JL __«._«. 4. _^ JL L f_ nn JL /. j 

P p p ^^ p p"^ "^^ Pp** 

Wir müssen aber zeigen, dafs diese formal gebildete Reihe unendlich 
vieler bestimmter Glieder eine bestimmte Bedeutung hat, also die 
Summe jeder endlichen (sonst beliebigen) Anzahl von Gliedern kleiner 
ist als eine angebbare Grö&e, und dafs die Multiplication der neu ge- 
bildeten Gröfse mit (P + 3) a gibt, denn dann haben wir die Divi- 
sion durch p + 2 = * oder die Gröfse -r- unseren Forderungen ge- 
mäfs definirt. 

Betrachten wir allgemein eine .Reihe 

^0 + ^1 ^ + ^2^^ H" • • • + «nC* + • • • 7 
in der die positiven Gröfsen a, rational sind und der absolute Betrag 
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der rationalen Grofse c kleiner ist als Eins, und vergleichen sie mit 

einer Reihe 

a + ac + ac* + • • • + ac"'+ • ■ •, 

wo a grofser ist als jede der Grofsen a». Die Summe der ersten Reihe 
ist gewi& kleiner als die der zweiten, denn jeder Bestandtheil jener 
gebort auch dieser an. Die Summe der ersten n Glieder der ersten 
Reihe ist nicht gröfser als 

a -f- «^ + ^^' + • • + öc"~* " ö .'2.^ 

und der absolute Betrag jener Summe ist kleiner als die endliche 

Zahlengröfse 

a 



1 — c 
Das gilt für jedes n, daber ist die Summe der ersten Reibe endlich. 
Besteben die Grofsen a, und c aus unendiicb vielen Elementen, 
so bestimme man zwei positive rationale Grofsen a und y, derart dafs 

« > «r (v = l,2...) und l>y>|c|, 

wo |c| den absoluten Betrag von c bezeichnet. Dann ist der absolute 
Betrag jedes Gliedes a^c^ 

und der l&bsolute Betrag der Summe einer eudlicben Anzahl von Glie- 
dern der vorgelegten Reibe wird wieder kleiner als 

f 

d. L auch jetzt ist die Reibe ^^a,c* endlicb. 

Die Anwendung dieser Betrachtungen auf die oben gebildete Reihe 

f + f(-f)+f(-f)'+-+T(-f)"+ ••' 

deren Glieder immer kleiner und kleiner werden, lehrt unmittelbar, 
dafs sie eine endlicbe Summe besitzt — 

Das Product der Reihe und (p + s) ißt ferner gleich a, denn 
man kann entsprechend einem vorgelegten Bestandtbeile von a ein n 
so bestimmen, dals auch die Summe 



oder 



1 



„(.-(- f)-) 



diesen Bestandtheil besitzt, und umgekehrt ist jeder Bestandtheil des 
Productes in a enthalten. 
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Die Änderungen in den Annahmen^ b sei negativ, a positiv oder 
negativ, bedürfen gewifs keiner Besprechung mehr und wir können 
sagen, dafs wir für die aus unendlich vielen positiven und negativen 
Elementen zusammengesetzten endlichen Grofsen die arithmetischen 
Operationen den Forderungen gemäfs definirt haben und berechtigt 
sind, die neuen Grofsen als Summen unendlicher Reihen in die Rech- 
nung aufzunehmen. 



§ 7. Zweite Deflnitionsform der irrationalen Zahlengrofsen. 

Zur Begründung der neuen Grofsen, die wir irrationale Zahlern 
grofsen nennen, wenn sie nicht wie die Reihe ^^ — ; mit rationalen 

v=l,8... 

Grofsen übereinkommen, wurden wir veranlafst, als die Forderung ge- 
stellt war, die rationalen Zahlengrofsen in einer bestimmten Form 
darzustellen. Man wird zu den neuen Grofsen bei vielen anderen Auf- 
gaben gedrängt. Fragt man z. B. nach einer Grofse x, welche die 
Eigenschaft hat, mit sich selbst multiplicirt eine positive rationale 
Zahlengröfse A zu geben, so stellt sich heraus, dafs unter den ratio- 
nalen Zahlengrofsen keine der verlangten Art existirt, wenn Ä nicht 
selbst die zweite Potenz einer solchen ist. 

Gibt es eine rationale Gröfse x^^ — . derart dafs 

q q b 

« 

ist, wo a und b und ebenso p und q ohne gemeinsamen Theiler vor- 
auszusetzen sind, auf dafs auch p^ und q^ keinen gemeinsamen Theiler 

besitzen, so ist 

p^b = q^a. 

Weil hier p^ und a, q^ und b wechselweise durcheinander theilbar 
sein müssen, zerfällt die letzte Gleichung in die folgenden 

und man hat nur mehr Grofsen p und q zu suchen, die mit sich selbst 
multiplicirt die ganzen Zahlen a respective b geben. 

Ist a eine bestimmte ganze Zahl gleich oder gröfser als 2, so 
schreiben wir zunächst die ganze Zahl a ^ ck in der Form: 

Co «"» + c, «"»-! H h ^> 

worin Cq, c, . . . c^ Zahlen aus der Folge 0, 1, 2 ... a — 1 bezeichnen. 
Das Verfahren zur Ermittlung einer Gröfse p, welche der Gleichung 
ppsssa genügt, besteht dann darin, dafs man zuerst die grofste Zahl 
«1 der Form jSj«^ {ß^ < a) sucht, für welche 

a — ai2>0 - 

Biermann, Fnnctionentheorie. 3 
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ist, dann die gröfste ZabI a, der Form ß^^'^^ {ß^ > ^)y derart daik 

a - («, + a^f > 
wird usw. 

Wenn es keine rationale Zahl 

1> = «1 + «2 H f- «r — ^, a'* + ßt^-^ H h /»A-fl 

der verlangten Beschaffenheit gibt, oder — wie man sagt — keine 
rationale zweite Wurzel aus a, so läfst sich das angegebene Verfahren 
unbegrenzt fortsetzen und die successive gewonnenen rationalen Gröfsen 

l>i — «u -P2 = «1 + «2; . . . Pi, = «, + «2 H h «I. /• • • 

haben die Eigenschaft, die von jp geforderte Beschaffenheit immer ge- 
nauer nnd genauer zu erfüllen, indem die Differenzen 

Ä — 2),^, a — p.^, ... a — p^y . . . 

immer kleiner und kleiner werden. Zu einer beliebig kleinen positiven 
Gröfse 6 kann man aber ein m so bestimmen , dafs die Differenz jedes 
auf pm folgenden Gliedes Pm«f/i« ^^^ unbegrenzt fortsetzbaren Reihe 

P\i P27 ' - • Pn • • • 
und pm selber kleiner wird als d. 

Wir betrachten allgemeiner eine unendliche Menge rationaler 
Gröfsen 

1 7 2 f ' ' * ^^ 9 ' ' ' 
und setzen fest, dafs zu jeder beliebig klein gewählten positiven (ratio- 
nalen) Gröfse d nur eine endliche Anzahl (fn — 1) von Gliedern der 
Folge (a,, a^, a^.^^) gehöre, derart dafs die übrigen Glieder paar- 
weise eine dem absolijten Betrage nach kleinere Differenz besitzen, als 
d anzeigt. Eine solche Reihe von Gröfsen mit der Eigenschaft 

heifst eine FundafnenkUreOie und speciell eine Elementarreihe , wenn 
die absoluten Betrage der Gröfsen a« mit wachsendem Index n unter 
jede noch so kleine positive Gröfse herabsinken.*) ^ 

Aus diesen Definitionen geht hervor, dafs die absoluten Beträge 
der Glieder einer Fundamentalreihe stets kleiner bleiben als eine end- 
liche Gröfse und gröfser als eine von Null verschiedene Gröfse. 

Eine Reihe endlich bleibender Gröfsen o,, deren absolute Beträge 
von einem bestimmten m ab niemals abnehmen , ist eine Fundamental' 
reihe. 

Wäre nämlich die Eigenschaft 

a«+» — an\ < S 



nicht erfüllt, so mü&ten die absoluten Beträge | a, | mit wachsendem 



*) Vergl. Heiners Abhandlung in Crelle's J. Bd. 74. 
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V gröfer werden als jede angebbare Gröfse, und das widerspricht der 
Voraussetzung. 

Derselbe Satz gilt auch für Reihen endlicher Gröfsen, deren ab- 
solute Beträge von einem bestimmten m ab niemals zunehmen. 

Zugleich mit zwei Reihen 

A| f €^2 7 * * * ^M } ' * ' 
^1 ; ^2 > • • • ^» » • • • 

sind auch die folgenden 

a, + 6|, «2 4" ^2; • • • öt« + 6», . . . 

(tt ~~~ Ot y t*2 ""~ ^2 > * * • *• """ *• } * ' * 

Cv4 Ot y ttn On f • • • Ctrn 0% y • • • 

Fundamentalreihen, denn es ist 

|(a,+t. + 6,,+r) — (ö« + bn)\ = I (a,H^ — a«) + (6„+, — 6,)| 



( I ü 



K+T K 



&„+y («n^., - «n)'— «« (*«+» — ^n) 



^ + »^1. 



und die rechten Seiten dieser Gleichungen sind beliebig klein zu 
machen. Bios in der vierten Reihe dürfen die Gröfsen i^ keine Ele- 
mentarreihe bilden. 

Zwei Fundamentalreihen heifsen gleich , wenn die zugehörige Reihe 

a» "~** ^1 J ^2 ~~~ 2} • • • ^11 *^~ ^n } * * ' 

eine Elementarreihe ist. 

Damach sind alle Elementarreihen gleich und niemals kann eine 
Elementarreihe einer Fnndamentalreihe gleich sein, weil die aus beiden 
entstehende Reihe mit dem allgemeinen Gliede a, — bv keine Elemen- 
tarreihe sein kann. 

Jeder Fundamentalreihe ordne man eine durch sie zu definirende 
Gröfse gUy d. h. man denke durch die Fundamentalreihe ein neues 
Ding gesetzt^ und suche auf Grund von Definitionen den Vergleich 
desselben mit den rationalen Zahlengröfsen zu bewerkstelligen. 

Wir nennen dieses neue Object jetzt schon Gröfse und definiren 

hierauf: 

Die gleichen Fundamentatreihen zugeordneten Gröfsen heifsen 

gleich. Zu Fundamentalreihen, deren Glieder a^ alle gleich a sind, 

ordne man a selbst zu. 

Damach gehört zu jeder Elementarreihe die Gröfse Null^ denn die 

den Elementarreihen zugeordneten Grölsen sind einander gleich und 

der besonderen Elementarreihe (0, 0, . . .) ist die Null zuzuordnen. 

3* 
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Unter dem absoluten Betrage der der Fundamentalreihe {a^, 
a2 . . .) zugeordneten Gröfse versteht man die zu der neuen Funda- 
mentalreihe ( I a J , I aj 1 7 . . . ) gehörige Gröfse. 

Der absolute Betrag der einer Reihe (a, , aj . . . ) zugeordneten 
Gröfse a heifst gröfser oder kleiner als der absolute Betrag der einer 
zweiten Reihe (b^, b^y...) zugehörigen Gröise b, jenachaem die 
Differenzen | a« { — \bn\ von einem bestimmten n ab stets positiv 
oder negativ bleiben. 

Läfst man in einer Fundamentalreihe (a, ^aj,...) eine beliebige aber 

endliche Anzahl von Gliedern fort^ so ist die der neuen Reihe 

ff f 

^1 ? ^2 ' • • • ^ • • • 

zugeordnete Gröfse gleich der der ersten zugehörigen Gröfse, denn 

öj — fltj f a^ '~'~ 6^2 1 • • • • a% — a^ • . . 
ist eine Elementarreihe. 

• Man kann jetzt sagen, dafs die einer Fundamentalreihe zugehö- 
rige Gröfse a ist, wenn die Terme von einem bestimmten endlichen 
ab gleich a sind. 

Nach diesen Definitionen, durch welche der Begriff der neuen 
Gröfse fixirt ist, fragt es sich, ob und wie man für dieselben die 
arithmetischen Grundoperationen zu definiren hat, damit unsere früher 
gestellten Forderungen auch hier erfüllt werden. 

Man definire die Rechnungsoperationen durch die Fundamental- 
reihen; und zwar verstehe mau unter den Gröfsen 

a + 6, a — 6, ab, -|-, 

wo a und b die den Reihen (a^, aj . . .) resp. (&i; &2 - • zugeordneten 
Gröfsen bedeuten, diejenigen, welche der Reihe nach zu den neuen 
Fundamentalreihen 

(«1 + *1> «2+ &2;--0> («1 — ^\} ^2 — &21-0 

gehören. 

Dann haben die Gleichungen 

a + 6 = Cj ö — b=^Cj ab = c, -- = c 

die bestimmte Bedeutung: die Fundamentalreifaen, zu welchen die 
Gröfsen auf beiden Seiten gehören, sind gleich. 

Man beweist leicht die Giltigkeit der arithmetischen Grundgesetze 
und ebenso die Richtigkeit der aus den letzten Gleichungen entstehen- 
den Beziehungen: 
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Wenngleich wir bereits zu beurtheilen im Stande sind; ob eine 
rationale Zahlengröfse gleich, gröfser oder kleiner ist als 'die einer 
Fundamentalreihe {a^, a^^ ...) zugeordnete Gröfse; müssen wir das 
Verhalten der neuen Grofsen zu den rationalen noch genauer unter- 
suchen. 

Wenn man zu einer unendlichen Menge rationaler Zahlengrofsen 
aj; aj) . . . eine rationale Zahlengröfse a so angeben kann^ dafs der 
absolute Betrag |a — a«! mit wachsendem n kleiner wird als jede 
noch so kleine positive Grolse 8^ dann heifst a der limes oder die 
Grenee der Gröfsen a». 

Besitzen darnach die Glieder einer Fundamentalreihe eine ratio- 
nale Grenze a, so ist a die der Reihe zugeordnete Grofse a, denn 

ist zufolge der Definition der Grenze eine Elementarreihe. Jetzt ist 

a — a = 0, a =^ a oder lim a^ = a, 

wenn die Grenze der Gröfsen a, bei wachsendem v mit lim a, be- 
zeichnet wird , und oo das Zeichen dafür ist, dafs v unbeschränkt in's 
Unendliche wachsen soll. — 

Wir finden also, die Grenze lim a, existirt und ist gleich a. 

»=» 

Um diesen Satz verallgemeinern zu können, schicken wir wieder 
eine Definition voraus. 

Man sagt; die Glieder einer unendlichen Menge von Gröfsen 

1 f ^2 ) * * * ^y * * * > 

die der Reihe nach den Fundamentalreihen 

(o/"', a,<'\ ...a£:>...) (M = l,2...) 

zugeordnet sein mögen ; sinken mit wachsendem i/ unter jeden angeb- 
baren Werth herab; wenn zu einer beliebig kleinen von Null ver- 
schiedenen positiven Gröfse d stets ein i; «= m so bestimmt werden 
kann; dafs |^j^| 

für jedes v kleiner wird als d, sobald n > m ist. 

Hier kann die Gröise d eine rationale Gröfse seiu; oder zu einer 
Fundamentalreihe (^^^ ^2' - * • 'm * * -) gehören. Die Fundamentalreihen 
zugeordneten Gröfsen umfassen die rationalen; und wenn dann die 
Gröfsenmenge (a,,a2,...) für alle rationalen d die genannte Eigen- 
schaft besitzt; besteht sie auch für Gröfsen 8y welche den aus den 
rationalen Gröfsen ^^ gebildeten Fundamentalreihen zugeordnet sind. 
In der That: es gibt eine positive rationale Zahlengrölse d, die kleiner 
ist als die Gröfsen 8n^^, wenn nur n hinlänglich grofs gewählt ist; 
.denn die tf^ sinken nicht unter jeden Werth herab. Werden nun die 
Gröfsen |a«+y| und |a<*+*'^| kleiner als d, so bleiben 
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d — I a(-+»)| und d„ — | o'«^» | 

gleichzeitig positiv^ w. z. b. w. 

Ist jetzt a die einer FundameDtalreihe zugeordnete Grofse und 
sinken die absoluten Beträge der Grofsenmenge 

unter jede noch so kleine positive Grofse S^ so heilst a wieder die 
Grenze der a^. 

Daraus folgt, dafs a gerade die Grenze der Terme jener Reihe 
(a, , «2, ... «v. . .) ist, welcher a ßiigehört^ denn 

a — a| ; €c — a2 1 ... cc — a» . . . 

sinken für hinlänglich grofse n unter jeden Werth d herab. Lim a, 
existirt und ist gleich a, — *"* 

Bei einem Bückblick bemerken wir nun, dafs uns bei der Ein- 
führung der den Fundamentalreihen zugeordneten Gröfsen a ganz die- 
selben Aufgaben begegnen wie bei den gebrochenen und negativen 
Gröfsen. In Folge neuer Aufforderungen werden neue Grofsen definirt 
und deren Eigenschaften untersucht und endlich deren Rechnungs- 
regeln ermittelt. Hier ist 

lim a^ =z a 

die besondere Rechnungsregel ^ wie z. B. (-— 1) ( — 1) b= 1 eine war. 

In dem vorigen Paragraphen nahmen wir die aus einer unend- 
liehen Menge endlicher rationaler Zahlengrofsen (unter denen keine 
unendlich oft vorkommt) zusammengesetzten Gröfsen auf, setzten aber 
fest, dafs sie nicht jede rationale Grofse als Bestandtheil enthalten, 
dann konnten wir diese Gröfsen mit den rationalen und untereinander 
vergleichen , konnten für dieselben die Addition und Multiplication den 
Forderungen gemäfs definiren, und nachdem so — wie Georg Can- 
tor sagt — ;,die neue Grofse vermöge der ihr durch die Definitionen 
gegebenen Beschafienheit eine bestimmte Realität in unserem Geiste 
erhalten^ hatte, liefs sich dieselbe als Summe unendlich vieler Gröfsen 
in die Rechnung einführen, denn diese Summe war dadurch zu de- 
finiren, dafs man sie der neuen Grö&e gleich setzt. 

Die durch die Fundamenialreihen gewonnenen Zahlengrofsen sind 
keine anderen als die durch die Zusammensetisung unendlich vieler be- 
stimmter rationaler Gröfsen definirten Gröfsen. 

Da nämlich in der unendlichen Reihe 

^1 + ^2 + * • • + ^n + • • • 
kein Element — unendlich oft vorkommen darf, so können die abso- 

luten Beträge der Terme a» nicht beständig wachsen, sondern sie 
müssen von einem bestimmten ab beständig abnehmen. Es gibt also 
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unter den Grofseu {a,| unendlich riele, die kleiner sind als eine be- 
liebig kleine GröCse d. — Weil femer der absolute Betrag der Summe 
jeder beliebigen aber endlichen Anzahl Ton Gliedern kleiner bleiben 
muTs als eine angebbare Gröfse g^ so kann man nach Annahme einer 
beliebig kleineu Grofse S stets eine ganze Zahl n derart angeben^ dafs 
der absolute Betrag 

für jedes /i kleiner wird als S, sobald nur m^n ist. 
Darum ist die Reihe der Grofsen 

^1 ^^ *i> Sj = a2, . . . S» = aj + «2 + • • • + ö^«, • • • 
eine Fundamentalreihe und die derselben zugeordnete Gröfse S ist ge- 
rade die Summe der Reihe 

«j + «2 + • • • + ^" + ' • • ; 

denn es gilt S '^^ lim jS«, und lim 5« ist diejenige Grofse ^ nach welcher 

11 = 00 ii=:oD 

iS, ; iSj) • - * ^» • • • convergiren^ d. h. die Summe der Reihe. 

Es entsteht nun noch die Frage^ ob mit Hilfe der rationalen und 
irrationalen Zahlengröfsen a und h auch andere Grö&en zu definiren 
sind; indem man den Fundamentalreihen aus rationalen und irratio- 
nalen Grofsen neue Gröfsen c zuordnet und ob derselbe Fortgang fer- 
nerhin zu neuen Grofsen führt oder nicht. 

Man sieht leicht, dafs man einer Reihe 

1 ) 2 3 • • • v'y • • • ° 

stets eine Fundamentalreihe aus rationalen Zahlengrölsen a so zuord- 
nen kann, dafs 

6j . — a| ; ^2 — ^%y • • • • ^v — Äy ... 
eine Elementarreibe wird, darum ist die der ersten Reihe zugeordnete 
Grofse h gleich der zu der zweiten Reihe zugeordneten irrationalen 
Gröfse a; mau erhält also keine neuen Gröfsen c. 

Indefs aber das Gebiet der rationalen Gröfsen a und das durch 
die Fundamentalreihen dieser definirte Gebiet von Gröfsen h in der- 
artiger Beziehung steht, da(s jedes a unter den b vorkommt und nicht 
jedes h in dem Gebiete a enthalten ist, wird nicht allein jedes i unter 
den c^ sondern auch jedes c unter den h yorkommen. — 

Trotz dieser gegenseitigen Deckung der Zahlengebiete h und c 
spricht man von Zahlengröfsen c zweiter Ordnung gegenüber den dem 
Gebiete angehörigen (rationalen und irrationalen) Gröfsen der ersten 
Ordnung, dann von Gröfsen dritter und n*"' Ordnung, wenn sie aus 
den Gröfsen der ersten zwei oder (n — 1) Gebiete gebildet sind, ob- 
gleich nirgends mehr neue Gröfsen durch Fundamentalreihen hervor- 
gehen, die nicht in dem Gebiete h enthalten wären. — 
. Diese Bemerkung werden wir später verwerthen. — 
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Jetzt gehen wir auf die Bestimmung der Zahlengrofse zurück^ 
welche mit sich selbst multiplicirt eine positive rationale Zahlengrofse 

a ergeben sollte, die wir mit j/a bezeichnen. Da das oben angedeu- 
tete Verfahren zu der Bestimmung von x eine Folge von rationalen 
Grofsen lieferte ^ welche die Eigenschaft von x immer näher und näher 
erfüllte, die Folge aber eine Fundamentalreihe war, so ist x die 
Grenze ihrer Glieder und eine rationale oder irrationale Zahlengrofse. 1 

Neben x ^^ }/a hat die entgegengesetzte Zahlengrofse — ^a dieselbe 

Eigenschaft wie "/ä , d. h. es ist 

Selbstverständlich existirt auch o; «=> + ^a^ wenn a eine irrationale 
positive Zahlengrofse ist. 

Der Bestimmung der zweiten Wurzel aus einer positiven Zahlen- 
grofse entnehmen wir die Bemerkung , dafs wir bei der Berechnung 
einer Grofse von verlangter Eigenschaft die Aufmerksamkeit auf die 
Entdeckung eines Verfahrens zu richten haben , durch welches eine 
Gröfsenreihe bestimmt wird, welche eine Fundamentalreihe constituirt, 
deren Glieder die Eigenschaft der gesuchten Grolse mit immer gro- 
fserer Annäherung erfüllen. 

Die Grenze der Fundamentalreihe ist die gesuchte Gröise. 

§ 8. Aus mehreren Haupteinheiten Eusammengesetste Gröfsen. 

Mit der Bildung der rationalen und irrationalen Zahlengrofsen 
haben wir einen gewissen Abschlufs erreicht, indem die Wiederholung 
der vier Rechnungsarten der Addition, Multiplication und den inversen 
Operationen der Subtraction und Division mit den gefundenen Grofsen 
keine neuen Zahlengrofsen erzeugt. (Die Producte unendlich vieler 
Factoren werden wir später betrachten.) Wir finden aber in vielen 
Aufgaben die Aufforderung zur Gründung neuer Zahlengrofsen, wenn 
sie in den bisherigen Grofsen noch nicht losbar sind, wie z.B. in der 

Aufgabe, x unter der Bedingung h — y^\ >0 so zu bestimmen, dais 

die Gleichung a:' + aic + ^ = besteht. 

Anstatt die Einführung neuer Grofsen an eine besondere Aufgabe 
zu knüpfen und darnach zu zeigen, y«rarum wir mit dem gewonnenen 
System von Gröfsen das Gebiet derjenigen Zahlengrofsen abzuschliefsen 
haben, welche unsere stets eingeführte Forderung erfüllen, dafs sich 
nämlich für die neuen Gröfsen die arithmetischen Grundoperationen 
den Verknüpfungsregeln ganzer Zahlen entsprechend definiren lassen, 
wollen wir die direct auf den Abschlufs gerichtete letzte denkbare 
Verallgemeinerung bei der Bildung neuer Gröfsen vornehmen, indem 
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wir auch noch aus mehreren Grundelementen und deren Bruchtheilen 
zusammengesetzte Grofsen einführen. 

Setzen wir in den aus der positiven und negativen Einheit und 
deren Bruchtheilen gebildeten ZahlengroTsen 

^""^ ^' 

V 

wo m^ eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, an Stelle des 
Grundelementes 1 das unbestimmte e , so sind die aus diesem Elemente 
gebildeten Zahlengröfsen der bisherigen Art durch 

V 

repräsentirt. Wir nennen sie Zahlengröfsen mit einem Hau/ptelement 
oder einer Haupteinheit e. 

Indem wir Zahlengröfsen; die aus zwei entgegengesetzten Grund- 
elementen e und e' und deren Theilen e» und Cn gebildet sind; stets 
so umformen können, dafs sie die genannte Gestalt erhalten, fragen 
wir, ob es aus mehreren Hauptelementen 6|; «j» * - * ^ zusammen- 
gesetzte Grofsen 

i\^\ + 62«2 + h ^i»^» 

gibt, für die sich die Grundoperationen so definiren lassen, dafs zu- 
gleich mit a und b auch a-f-6, a — &, ab, y Grofsen der Gesammt- 

faeit der aus denselben n Hauptelementen gebildeten Grofsen sind und 
dafs die für die Zahlengröfsen aus einer Haupteinheit bestehenden 
arithmetischen Gesetze ihre Giltigkeit behalten. 

Aus den Gesetzen der ßechnungsoperationen ganzer Zahlen ist 
dann abzuleiten, wie sich das Rechnungsverfahren der neuen com- 
plexen Grofsen gestaltet. 

Zwei complexe Grofsen 

n n 

a=^a^e^, b = ^, ß^e^ , 

wo die griechischen Buchstaben Zahlengröfsen aus einer Haupteinheit 
bezeichnen sollen, sind gleich, wenn sie dieselben Einheiten und deren 
gleiche Bruchtheile in gleicher Anzahl enthalten, wenn also die n 
Gleichungen 

a* = /Jy (v «= 1, 2 . . . w) 
bestehen. 

Die in den Gleichungen 

ausgesprochenen Gesetze verlangen, dafs man die Summe a -]- b und 
die Differenz a — b durch die Formeln definirt: 
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n 



»'Ell • y=l 

Es soll auch a& eine aus den Einheiten (e^ ^j.-.e«) gebildete com- 
plexe Grofse c sein: 

H 

»=i 

und zwar soll sie dadurch abgeleitet werden, dafs man die Gesetze 
der Multiplication ganzer Zahlen auf a und h anwendet 
Daraus folgt 

n n 

und indem das Product zweier Einheiten ß^e, ebenfalls eine complexe 
Gröfse der Form 






sein soll, ergibt sich 



2 = 1 



ah — /.(a^i^^^/uO ^x, 



WO unter ^^ das Zeichen ^^ ^ ^ , also eine dreifache Summe 

zu verstehen ist. 

Da die Gleichungen 

e^e^ — e^e^ , (c^^O ci = (c^ci) e^ (^, v, X — 1, 2 . . . n) 

bestehen, sind die Gröfsen £^, an Bedingongsgleichungen gebunden, 
und zwar führen die ersten Gleichungen zu den Bedingungen 

die zweiten auf die Gleichungen 

X, ^fiV^fi'X' = ^ «T'r V/« • 

Im Falle n«=»2 lauten diese Gleichungen mit Rücksicht auf die ersten: 

*i? C - *S 4» - 

Den angegebenen Bedingungsgleichungen kann man aber bei jedem 
n ^ 2 noch durch unendlich viele Werthsysteme für e^J genügen. 
In dem Falle n «= 2 setze man nur 
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dann folgt: 



-««-«« 


.l»-.ä' -■«'<» 


*iV=-«, 


4' ■= «'p 


,« - m 


*S>-«'r, 


e^e^ 3- (it<s + 


jr'r)^! + jtte^ 


€, Cj = «2^1 ■* 


icge^ + jr'r62 


ßjCj CS «'^e, + (tcq — jr'<y)e2 



und hier kann man ;r, %\ ö, q, % irgend welche Werthe beilegen, 
nur dürfen n und %' nicht gleichzeitig Null sein, sonst wären alle 

Grofsen B^ty und die Producte e^e, und ah Null. 

Wenn man aber ein Werthesystem fixirt, dann ist auch das Pro- 
duct ah unzweideutig definirt, d. h. es ist ein Multiplicationsverfahren 
festgesetzt und zwar so, dafs die Multiplicationsgesetze 

ah^^hay (a6)c~(ac)6, (a + 6)c -= ac + 6c 
gelten. 

Soll endlich noch a durch h dividirt werden, so hat man eine 

Grofse « 

c — ^y^e, 

dadurch zu bilden, dafs man y,, Y2y "V^ ^^^ ^^^ Gleichung ch '^ a 
oder den n äquivalenten Gleichungen: 

ri^B^lß^ + y2j^«U<'M H h Yn^e%ß^ — «i (A — 1,2 . . .n) 

bestimmt, in denen die Gröfsen b^^I nur mit den früheren Bedingungs- 
gleichungen yerbrägliche Werthe annehmen. 

Die Behandlung eines Systems linearer Gleichungen setzen wir 
hier als bekannt Toraus, da die Lösung solcher Gleichungen, d. h. die 
Bestimmung der zu suchenden Gröfsen y^, y%^ -'7% ohne weitere De- 
finitionen ausführbar ist. — 

Hat die Determinante /l des Gleichungssystems einen von Null 
yerschiedenen Werth, so lassen sich die Gröfsen y^ eindeutig bestim- 
men, und die Division ist möglich. 

Ist hingegen ^ c» 0, so ist die Division nur ausführbar, wenn 
die n Gleichungen derart zusammenhängen, dafs sie auf (n — 1) zu- 
rückkommen, d. h. wenn zwischen den Gröfsen a^,a^,...an eine be- 
stimmte Beziehung besteht. Doch dann gibt es unendlich viele Werthe 

für die Gröfsen y^ und der Quotient y hat unendlich viele Werthe. 

Um diesen Fall auszuschliefsen , müssen wir festsetzen, dafs die 
Determinante z/ nicht für beliebige Werthe von /)|, ß^, .,.ßn (oder 

identisch) verschwindet. Doch wenn selbst die Gröisen c^i solche 
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Werthe habeo, dafs ^ nicht für ein beliebiges Werthesystem 
{P\y ß29"'ßn) ^1^11 wird, kann es trotzdem specielle Werthesysteme 
und specielle Gröfsen b geben, für die ^ verschwindet. Wählt man 

aber die Gröfsen £^) allen genannten Bedingungen gemäfs, setzt aesO 
oder ffj = «2 SS . . . = cKn ■= und bestimmt hierauf die Gröfsen /), , 
ß2j"*ßnt derart, dafs ^«=0 ist; so kann man für die Gröfsen y^ 
unendlich viele Werthe angeben, welche den Gleichungen 

n n 

2(y'2** ^J = ^ (A = 1, 2, . . .n) 

genügen , und zu jedem Werthesystem gehört dann eine Gröfse c der 

Beschaffenheit, dafs das Product unseres speci eilen h und c Null ist, 

ohne dafs ein Factor verschwindet. 

Deshalb heifst eine solche specielle Gröfse h ein Theüer der NuU, 
In der Theorie der Zahlengröfsen aus einer Haupteinheit konnte 

man nur der Null unendlich viele Gröfsen y gleicher Art zuordnen, 

so dafs 

Ü.y-O 

ist, es war also nur die Null ein Theiler der Null, oder ein Product 
konnte nicht verschwinden, wenn nicht einer der Factoren Null war. 
Will man diesen Satz in der Theorie der aus mehreren Haupt- 
einheiten zusammengesetzten Gröfsen erhalten sehen, so mufs man 

offenbar den Gröfsen fjTy noch derartige Beschränkungen auferlegen, 
dafs /1 nur für /J, = ^^ = . . . =» ^„ «s verschwindet. Wir thun 
dies in dem Falle zweier Einheiten e^ und e^» — Da lauten die Be- 
stimmungsgleichungen für die Gröfsen y^ und y^ mit Rücksicht auf 

die bei der Multiplication eingeführten Bedingungen für die Gröfsen fjf^: 
y, [(Ätf + 3r'T)/3, + %Qß^] + y^ {ngß^ + «'p/S.J =» «i 

Die Determinante dieses Gleichungssystems wird 

und die Auflösungen hei&en: 

Yt = -^ |[Ä'r/J, + (äp — na) /JJ «1 — [xQß^ + ä'p/Jj] «j} 

Yi = ^ {C^^/*! + ^''^ß2\ «1 — [(^<^ + ^'^) ßi + ^Qß2] «2} • 

Da nun z/ nliht identisch oder für jedes beliebige Werthepaar iß^jß^ 
Null sein soll, darf der von /}, und ß^ freie Factor 

nicht verschwinden. Mit dieser Bedingung ist das identische Ver- 
schwinden uuserer Determinante ausgeschlossen, denn offenbar kann 
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der zweite Factor von ^ nur dann für jedes Werthepaar (/Jj, /Jj) Null 

sein, wenn r, 6 und q gleichzeitig Null gesetzt werden, und dann ist 

ja auch d = 0. Immerhin kann man aber /3j und /Sj noch so 

wählen, dafs 

r/S,» - ff /J, /?,-(./?./ 

und somit z/ Null wird. Dazu hat -man nur den Quotienten ~ ent- 

Pt 
sprechend der Gleichung 

'(«)■- •©-<-« 

zu bestimmen. Eine solche Gleichung läfst aber für ^ keine Losungen 

Pt 

in Zahlengrofsen aus einer Haupteinheit zu, sobald {^A '\- qx nega- 
tiv ist. Setzen wiif demnach fest, dafs <s^ ^y x gerade die Bedingung 

- ((i)'+ »') > 

erfülle, womit bestimmt wird, dafs weder q noch r verschwindet und 
die eine dieser Gröfsen positiv ist, wenn die andere negativ ist, und 
endlich i nicht verschwindet, so bleibt als einziges Werthepaar, für 
welches die Determinante jd Null wird, /3j »» jj^ «. übrig. 

Entsprechend den nach diesen Bedingungen noch möglichen 
Werthesystemen für die Gröfsen %, it\ q^ n^ x erhält man zu jedem 

einmal fixirten System eine bestimmte Definition von ab und -^, so 

dafs die Multiplicationsgesetze, femer das Gesetz -^ • 2» =» a gilt und 

endlich auch der Satz besteht: ein Product ist nur dann Null, wenn 
einer der Factoren verschwindet. 

Es handelt sich nunmehr darum, durch besondere Wahl der noch 
willkürlichen Gröfsen ein möglichst einfaches Multiplications- und Di- 
visionsverfahren complexer Gröfsen kennen zu lernen. Zu diesem 
Zwecke führen wir als eine Haupteinheit diejenige Gröfse g^ ein, welche 
die Eigenschaft hat, dafs für jeden Werth von h 

ist. Es gibt eine solche Gröfse g^ , denn ist b eine Gröfse derart, dafs 
2i/ < ist, so wird -^ eine Gröfse ^r^, mit der multiplicirt jede an- 
dere Gröfse unverändert bleibt. Sie hat aber auch für jeden Werth 

von b denselben Werth, denn ^ und -^ sind gleich, weil diese 

Gröfsen mit b multiplicirt b unverändert lassen. 
Ist ferner 

irgend eine andere Gröfse, für die z/ auch nicht verschwindet, und 
sind Si ^^d £2 BO gewählt, dafs man aus den Gleichungen 
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9 = i\€i +62^2 
und 

e, und 62 in bestimmter Weise entnehmen kann: 

und bildet man 

oder nach Substitution von 6, und e^ die Gleichung 

9' + «iö'' + «2? — 0, 
die bei der Division durch g die Form erhält: 

so ergibt sich für die aus den Einheiten e^ und e^ zusammengesetzten 
Gröfsen, welche wir jetzt in der Form 

Ug^ + i\g 

schreiben, das in der Gleichung 

«•& = («oS'o + ^\g) (ßogo + ßtg) — «oä^o + («o^i+«i/'o)?+«i/'i^^ 

ausgesprochene Multiplicationsverfahren. 

Die Gröfse g^ finden wir dadurch , dafs wir in den allgemeinen 
Ausdrücken für y^ und y^ 

«, =/Jj, «2 — ft 
setzen. Es wird 

n ft 

yi--T, y2 = -T 

und 

S^o'-yi«! +^2^2 — TT^^'^J^'^^^^- 
Um auch ^ passend zu wählen, beachten wir, dafs zwischen den Haupt- 
einheiten e, und 62 die folgende mit Hilfe der Ausdrücke für e^e^^ 
6|62) ^2^2 laicht zu yerificirende Gleichung 

Q^e^ßy — Qöe^e^ — Qxe^e^^ ■« 
besteht. Setzt man hier QCy ^^ge^^ so folgt 

e^(a^ — 6g — (>t)h=0. 
Suchen wir die in 

5^ = 51^1 + 62^2 
vorkommenden Grofsen Ij, ^^i ii^dem wir den Quotienten — bilden, 
also in den allgemeinen Ausdrücken für y^ und y^ 

«i = P; «2«=0, /3i=0, /Jj«! 
setzen, so wird 

9 r-^^i + T*» 
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und jetzt ist leicht ersichtlich zu machen, dafs nicht $2 = 0, sondern 

gi ^ ag — Qxg^ = 
ist. 

An Stelle von g^ und g setzen wir noch andere Haupteinheiten e 

nnd i, zwischen denen die einfachere Gleichung 

ij2 + 6j2 — 

stattfindet. 

Bildet man aus der Gleichung zwischen g und g^ die folgenden: 

9^ — ^99o — 9'^9o^ = , (y - -^g^y — g^^ ((^y + pr j = 0, 

bezeichnet die positive Gröfse — \\Y/ "^ <^^) ™* *^ ^^ stehen die 
Gröfsen 

*"i-(^"'Y^ö) ^^ ^ = 9o 
in der verlangten Beziehung — und ebenso e*^ g^ und 

1 / <y \ 

Weil 6 «a jFq eine Gröfse ist; mit der multiplicirt jede Gröfse un- 
geändert bleibt, setzen wir ^ «> 1 und finden 

io«:!^ »2^-1, »;»=-», i*=l, i4A*+•' = ^^ (v = 0,1,2,3.) 
Unter % selbst kann man die positive oder negative zweite Wurzel aus 

— 1 verstehen. Kommen wir überein, ^—1 mit i zu bezeichnen, so 
ist das früher genannte Multiplicationsverfahren für die aus den be- 
sonderen Einheiten 1 und i ss ^ — 1 zusammengesetzten Gröfsen der 
Form 

I. + 62» 

in der Gleichung: 

ah = («, + a,i) (/J, + ß^i) = (a,/Jj — a^ß^) + (otj/J, - a^ß^)i 
und das Divisionsverfahren in der Gleichung 

Pi + M ~ ■ ft» + fc* "^ P.*+W 
ausgesprochen. 

Die Gröfsen a = a, -j-ajt nennt man im engeren Sinne complexe 
ZäMengrösseHy 1 und i sind ihre Haupteinheiten, — 1 und — i die 
entgegengesetzten (negativen) Hauptelemente. Die aus der Einheit 1 
und deren Bruchtheilen gebildeten ZahlengröCsen a heifsen reeü, 1 die 
reelle Einheit, und die aus diesen entstehenden Gröfsen ai ima>ginär 
und % die imaginäre Einheit. Damach hat die complexe Gröfse a 
= a, -{- «2^ einen reellen und einen imaginären Theil. 

Diese Zahlengrö&en werden wir in die Rechnung aufnehmen, 
denn sie erfQllen alle gestellten Beorderungen. Man mufs aber jetzt 
fragen 9 ob man nicht auch Gröfsen, die aus mehr als zwei Hauptein- 
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heiten zusammengesetzt sind, unseren Forderungen entsprechend con- 
struiren kann. Diese Frage ist entschieden zu verneinen, wenn man 
die Theiler der Null aufser der Null selbst. nicht zuläfst, indem die 

aus einer Haupteinheit gebildeten Grofsen f^f/y nicht derart zu , be- 
schränken sind , dafs die nicht identisch verschwindende Determinante 
/H nur für das Werthesystem 

/»i=Ä /S« = (n>2) 

den Werth Null annimmt. 

Von dem Nachweis dieser Behauptung müssen wir hier absehen, 
da uns die nöthigen Hilfsmittel fehlen, und ebensowenig können wir 
an dieser Stelle auf die Untersuchungen des Herrn Weierstrafs ein- 
gehen , die zu dem Resultate führen ^ dafs selbst die Gesammtheit der 
aus n Haupteinheiten zusammengesetzten Gröfsen nicht mehr bietet 
als das oben definirte Gebiet von Gröfsen mit den Haupteinheiten q, 

und 62 o^^^ 9o ^^^ 9 ^^^' 1 ^^^ ^7 wenn man darin die Theiler der 
Null in naturgemäfser Verallgemeinerung des Falles , dafs für n »» 1 
und n«»2 Null ein Theiler der Null ist, zuläfst, indem nämlich statt 
der ursprünglichen n Haupteinheiten (6|, ^2; . . . ßn) ^ andere (e/, e^^ 
. . . ßn) eingeführt werden können derart, dafs das Gebiet von Gröfsen 

in Theilgebiete mit einer oder zwei Einheiten zerfällt, in denen das 
Multiplications- und Divisionsverfahren nach denjenigen Kegeln ge- 
staltet ist, welche für die Gröfsen a respective a^ -{- a^i aufgestellt 
wurden, wonach es dann ;, überflüssig^ erscheint, eine Arithmetik com- 
plexer Gröfsen mit mehr als zwei Haupteinheiten zu begründen. 

Damit ist der Aufbau des Systems von Zahlengröfsen beendet, 
welche wir in der Rechnung benützen werden. Ob unsere Gröfsen aber 
ausreichen werden, d. h. ob jeder durch die Elementaroperationen de- 
finirte Zusammenhang zwischen gegebenen Gröfsen unserer Art und 
zu suchenden Gröfsen durch Gröfsen aus unserem Gebiete zu lösen 
sein wird, mufs die fernere Untersuchung lehren. Wir können nicht 
wissen, ob gewisse Aufgaben nicht Gröfsen erfordern werden, die auf 
anderer Basis als auf Grund der Permanenz der arithmetischen Gesetze 
aufgebaut sind, denn es ist z. B. erlaubt, Gröfsen einzuführen, welche 
nicht allen Rechnungsgesetzen ganzer Zahlen gehorchen (wie die Qua- 
ternionen) und andererseits besteht noch die Möglichkeit, dafs es neben 
der Addition, Multiplication , Subtraction und Division weitere Ele- 
mentaroperationen gibt. Man kann nicht beweisen, dafs es keine 
anderen mehr gibt, und darum sind die Untersuchungen über die 
Zahlengröfsen nur insoweit abgeschlossen, als sie auf die nun genug- 
sam hervorgehobenen Anforderungen gegründet sind. 
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§ 9. Graphische DarsteUung der Zahlengrofsen. 

Wenn wir zn dem Begriff der Zahl nur durch Betrachtung realer 
Objecte mit gemeinsamen Merkmalen gelangen konnten, liegt es nun 
nahe zu fragen, ob wir nicht von den rationalen und irrationalen und 
den complexen Zahlengrofsen ein Abbild schaffen können, an dem uns 
das formale Denken zuversichtlich erleichtert wird, da unser Denken 
ohnehin in letzter Instanz an Dinge der Sinnenwelt anknüpft und auf 
Erfahrungen über Vorgänge an Dingen der Sinnenwelt gestützt ist. 

Auf einer geraden Linie lassen sich die Punkte dadurch begriff- 
lich fixiren, dafs man nach Annahme einer Mafseinheit ihre Entfer- 
nungen von einem festen Punkte der geraden Linie in dieser Mafs- 
einheit angibt. Diesem Punkte ordnen wir die Zahl Null zu und 
fassen ihn als „Träger" der Null auf. Tragen wir von aus die be- 
stimmte Strecke, welche als Mafseinheit fixirt ist, ein, zwei, nmal auf 
den beiden Theilen der geraden Linie auf, so sollen die Endpunkte 
dieser Vielfachen der Mafseinheit Träger der Zahlen + l,+2, ...+w... 
resp. — 1, — 2, ... — w... sein, je nachdem wir uns in dem vor- 
her fixirt gedachten positiven oder negativen Theile der Linie befinden. 
Die gleich grofsen Strecken zwischen zwei aufeinander folgenden 
Punkten, die die Träger von -|- a oder — a und +(a+l) sind, 
theile man in n gleiche Theile und fasse den niten Theilungspunkt, 
den man bei dem Fortschreiten von dem näher liegenden Punkte 
erreicht, als Träger von 

±(« + t) 

auf. — So wird die Entfernung durch eine rationale Zahlengröfse 
fixirt, wenn sie in rationalem Verhältnis zur Mafseinheit steht; wenn 
aber dieses Verhältnis irrational ist, wird man eine unendliche Anzahl 
rationaler Elemente a^, a2,...a»... so angeben können, dafs die 
den Summen 

a,, «1 + aj, . . . a, + «2 + h «n, . . . («) 

zugehörigen Punkte dem durch eine Zahlengröfse zu fixirenden Punkte 
mit wachsendem n beliebig nahe kommen, und man sagt: Die Ent- 
fernung des Punktes ist a, wenn a die der unendlichen Reihe 
(ttj + ttj + • • •) oder wenn a die der Fundamentalreihe («) zugehörige 
Zahlengröfse ist. 

Nach diesen Festsetzungen leuchtet ein, dals zwei Entfernungen 
gleich oder verschieden sind, wenn die dieselben fixirenden Zahlen- 
grofsen gleich oder verschieden sind. 

So dienen die reellen Zahlengrofsen zur Bestimmung der Lage 
eines Punktes, und da umgekehrt jeder Zahlengröfse ein bestimmter 
Punkt der geraden Linie zuzuordnen ist (ein Satz, den Cantor mit 

Biermann, Functionentheorie. 4 
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vollem Recht als Axiom bezeichnet), so haben die reellen Zahlengrofsen 
in der That ein Abbild auf der geraden Linie. 

Es fällt nun auch nicht schwer, ein Abbild der complexen Zahlen- 
grofsen zu schaffen. 

Legen wir durch einen festen Punkt zwei einander senkrecht 
schneidende gerade Linien, die eine etwa horizontal, dann liegt jeder 
Punkt der durch die beiden Linien bestimmten Ebene auf einer oder 
keiner der Geraden oder Axen, nur liegt auf beiden. 

Die Punkte der Axen fixiren wir in der früheren Weise durch die 
Entfernungen von und zwar mit dem positiven oder negativen Zei- 
chen, je nachdem der Punkt der horizontalen Axe rechts oder links 
von 0, und der der yerticalen Axe ober- oder unterhalb der horizon- 
talen Axe liegt. 

Ein Punkt Ä der genannten Ebene , der aufserhalb der Axen liegt, 
ist fixirt, wenn man seine senkrechten Abstände von den Axen oder 
die gleichgrofsen Entfernungen der Fufspunkte P] und Pj der von 
dem Punkte A auf die Axen gefällten Lothe von kennt, oder wenn 
man die Länge des von Ä auf die horizontale Axe gefällten Lothes 
und die Entfernung des zugehörigen Fufspunktes P, von angeben 
kann. Diese Entfernung heifst die Abscisse und jenes Loth die Or- 
dinate des Punktes A, Die Abscisse ist positiv, wenn A rechts von 
der yerticalen Axe liegt, und negativ im entgegengesetzten Falle. Die 
Ordinate wird positiv oder negativ genannt, je nachdem A ober- oder 
unterhalb der horizontalen Axe gelegen ist. 

Jeder Punkt der Ebene ist nach diesen Festsetzungen durch seine 
Coordinaten, die Abscisse und Ordinate bestimmt; zu einem Paar von 
Zahlengrofsen, von denen die erste die Abscisse, die zweite die Ordi- 
nate ausdrücken soll, gehört aber auch ein bestimmter Punkt. Wenn 
wir darum in der complexen Zahlengröfse a^ -{- a^i die reelle Zahlen- 
grofse a, als Abscisse und die zweite reelle Zahlengröfse aj als Ordi- 
nate eines Punktes ansehen, so gehört zu jeder Zahlengröfse a^-^-a^i 
ein bestimmter Punkt und umgekehrt zu jedem Punkt auch eine 
Zahlengröfse. 

Die reellen Zahlengrofsen finden ihre Träger auf der horizontalen, 
die rein imaginären auf der verticalen Axe , insbesondere sind die den 
vier Zahlengrofsen 1, — 1, i, — t zugehörigen Punkte die in der 
Entfernung Eins auf dem positiven resp. negativen Theile der „Axe 
der reellen oder rein imaginären Zahlengrofsen'' befindlichen Punkte. 

Die Entfernung des der Zahlengröfse a, -(- »2« <= a zugehörigen 
Punktes A von dem Anfangspunkte der Coordinaten d. i. dem Punkte 
ist nach dem Pythagoreischen Lehrsatze durch den positiven Werth 
der zweiten Wurzel aus der Summe der zweiten Potenzen a,^ und «j^ 
gemessen. Man nennt diese Gröfse 
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den dbsoltUen Betrag von a und bezeichnet diesen wie früher mit 

\a\ oder | a^ -|- a^i]. 

Diese Definition des absoluten Betrages stimmt mit der früheren über- 
ein ^ wenn a^^O und a eine reelle Gröfse wird. 

Die Betrachtung der gegenseitigen Lage der den Grofsen 

0, a, 6, a + 6 
zugehörigen Punkte 

0, Ä, JB, C 

lehrt, dafs die Entfernungen 

OÄ, OB, AC, OC 
durch die Gröfsen 

|a|, \b\, \b\, \a + b\ 

gemessen werden, und weil eine Seite eines Dreiecks nicht gröfser 
sein kann als die Summe und nicht kleiner ist als die Differenz der 
beiden andern, so folgen die Ungleichungen 

a| — |6||^|a+fe|^|a|+|6|. 

Da femer der absolute Betrag dei^ Differenz zweier Gröfsen a und 
b durch die Entfernung der Träger derselben repräsentirt ist — wor- 
nach die der Bedingung \x — a| «»r genügenden Zahlengröfsen x in 
den Punkten eines Kreises um a mit dem Radius r ihre Trager be- 
sitzen — ist die Entfernung der Punkte A und B durch \a — b\ ge- 
messen und auf Grund des oben genannten Satzes entstehen die Un- 
gleichungen : 

|o| + (J|^|o-6|>||o|_|6| . 

Wir beweisen die in den aufgestellten Ungleichungen ausgesprochenen 
Sätze in zweiter Linie durch Vergleich der absoluten Beträge von 
a + 6| und \a — b\ mit den Gröfsen |a| + |6| u^id |a| — j6|, weil wir 
dic^ bei dem Beweise verwendeten geometrischen Beziehungen gewifs 
durch arithmetische Relationen ersetzen können und auch ersetzen 
müssen , wenn wir den Beweis als arithmetisch bindend erkennen wollen. 
Es sei 

dann ist 

« + & = «, +ft+i(«2 + ft). 

\a + b\.\a + b\^\a + 6^ - {a, + ß,Y + («2 + ßi? 

und 

[|a| + l&l]^ - «i» + /J.' + «2^ + ß^ + 2^«,^ + V • VW+K^- 
Da aber 
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und somit 

ist, wird 

4 («, ß, + a,ß,Y < 4 (a,^^{^a^{ßt' +^^ 

und endlich 

oder 

l« + ft|_<l«l + |6|> 
d. h. der absolute Betrag einer Summe ist nicht gröfser als die Summe 
der absoluten Beträge der Summanden.*) 

Mit Hilfe derselben Schlüsse folgt ferner, dafs der absolute Be- 
trag einer Summe nicht kleiner ist als der absolute Betrag der Diffe- 
renz der absoluten Beträge der Summanden, dafs ferner der absolute 
Betrag einer Differenz nicht kleiner ist als der absolute Betrag der 
Differenz des absoluten Betrages von Minuend und Subtrahend, aber 
auch nicht gröfser als die Summe der absoluten Beträge von Minuend 
und Subtrahend. 

Der absolute Betrag eines Produdes ist gleich dem Producte der 

absoluten Beträge der Faktoren. 

Indem 

ab = (a,/3, - a^ß^ + (a,/5.^ + a,/3,) i 
ist, wird 



|ai I = ^K/»i - «j/Sj^ + («,"/»2 + «j/*i)* = V{< + «2*) (/»,*+/»2*) 
und diese Gröfse ist wirklich |a|.|&|. 

Der absolute Betrag eines Quotienten ist gleich dem Quotienten der 
absoluten Beträge des Dividends und Divisors. 

Da der Quotient 



ist, wird 



a 
b 






und jetzt ist der Satz bewiesen; denn die Wurzel aus einem Quotienten 
ist gleich dem Quotienten der Wurzel aus Dividend und Divisor. 



*) Der bei diesem Beweise benutzte Satz: Die zweite Wurzel aus einem 
Producte ist gleich dem Product der Wurzeln aus den Factoren, folgt aus der 
Definition der Wurzel Ym.n als deijenigen Gröfse, welche mit sich selbst multi- 
plicirt tnn gibt und der Definition des Productes zweier Gröfsen Y^n und Yn. 
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§ 10. Stumnen unendlioh vieler oomplezer Grofsen. 

Die Summeu unendlich vieler rationaler Zahlengrölsen sind bereits 
untersucht; es bleibt uns noch übrig, die Summen unendlich vieler 
complexer Zahlengröfsen 

a, _ a; + a';i (1/ — 1, 2, 3. . .) 
zu betrachten. 

Wir wissen bereits, was man unter einer solchen Summe zu ver- 
stehen und wann sie eine Bedeutung für uns hat, denn die früheren 
Definitionen sagen ja aus, dafs die Summe diejenige Grofse ist, deren 
reeller und imaginärer Theil 

(«/ + «2' + cCs -\ ) resp. («/' + «j" + «3" H )* 

ist und es müssen die Summen 

^«y und. ^«; 
für sich endlich sein, damit ^.o, endlich ist. — Gibt es unter den 

Grofsen a' positive und negative (/J' und y'), ebenso unter den Gröfsen 
a'' entgegengesetzt bezeichnete ß" und y", so müssen die Summen 



^ßiy 2ß'^^ —'^Yv, —^r 



ff 



lauter endliche positive Gröfsen sein. 

Hier handelt es sich darum, neue Kriterien für das Endlichsein 
einer Summe unendlich vieler complexer Gröfsen aufzustellen. Wir 
setzen voraus , dals die Summen 

r 9 9 

* 9 9 

endlich sind, dann ist 

und man sieht, dafs die Summe der absoluten Beträge einer unend- 
lichen Reihe 

«1 + «2 + «3 H 

nothwendig endlich sein mufs, wenn die Reihe eine endliche Summe 
haben soll. 

Hat umgekehrt die Reihe ^^|av| eine endliche Summe, so sind 

9 
wegen der Ungleichungen 

\ay\ = yai^ + a^'^ > |«v| 
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die Summen der Reihen /.|ai|, /,|ai1 und ^«» endlich. Wir 
haben also den Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs die 
Summe unendlich vieler complexer Gröfsen endlich ist^ besteht in 
dem Endlichsein der Summe der absoluten Beträge dieser Gröfsen, 
Ferner erkennt man als eine nothwendige und hinreichende Bedingung 
für das Endlichsein der Summe der unendlichen Reihe die folgende: 
Es mufs der absolute Betrag der Summe von beliebig aber nicht 
unendlich vielen mlUcürlich gewählten Oliedern der Reihe kleiner 
bleiben als eine endliche positive Qröfse g. 
Angenommen die Summe der unendlich vielen Gröfsen a, sei end- 
lich, dann ist auch die Summe der Reihe ^|a,| endlich und darum 

existirt eine positive endliche Gröfse g, die grofser ist als die Summe 
irgend einer endlichen Anzahl von Gliedern |a,{. Ist aber für irgend 
einen Werth von n 




9 > ^l«* 
so wird umsomehr 



a, 

und die genannte Bedingung ergibt sich als nothwendig. Sie ist aber 
auch hinreichend, denn aus der Voraussetzung 

n 

9 > I ^(^y I 
folgt jetzt 

n n n n 

In der That nehmen wir diejenigen Gröfsen a, aus der Summe ^a, 

heraus, in welchen z. B. der reelle Theil positiv ist, und nennen wir 
sie /Jy + «y i, so wird 

n n n 

r=l v=l y=l 

USW. 

Ein weiteres Theorem ist das nachstehende: 

Haben die unendlich vielen Zahlengröfsen » 

a^ = «y + ai' i (v = 1, 2 . . . ) 

eine unendliche Summe Sy so kann man nach WaM einer beliebig 
kleinen positiven Gröfse d stets ein n finden derart y dafs der abso- 
lute Betrag von 
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»=«1+1 
für jedes f* kleiner wird als d, sobald nur m>n ist. 
Da diese Behauptung für die Beihe der absoluten Beträge 

I ^1 1 "f" I ^2 1 H" * ' * "I" I ^A -}-••• 

zutrifft und die Summe von absoluten Beträgen \a^\ nicht kleiner ist 
als der absolute Betrag der Summe der Gröfsen a^, so ist das Theo- 
rem richtig. 

Die Summen Sn == ^ a^ convergiren nach der endlichen Gröfse 

y=i 
8, denn es ist 

und darum sagt man: die unendliche Reihe ^a^ convergirt. 

Wie die Rechnungsoperationen mit Reihen complexer Grofsen 
ausgeführt werden ^ bedarf keiner Erläuterung mehr. 

Die in Rede stehenden Reihen, in welchen die Reihen der posi- 
tiven und negativen Glieder ^ «i und ^ a^ für sich endliche Sum- 
men haben, nennt man v/nbedingt convergent^ womit angezeigt sein 
soll; dafs die Convergenz nach S unabhängig von der Anordnung der 
Tenne a, eintritt. Nun sprechen wir den ersten der obigen Sätze 
folgendermafsen aus: 

Convergirt eine Reihe unendlich vieler complexer Grölsen un- 
bedingt, so convergirt auch die Reihe der absoluten Beträge der 
Grofsen, und umgekehrt mufs eine Reihe unbedingt convergent 
sein, wenn die Reihe der absoluten Beträge — oder wie man 
sagt — wenn die Reihe absolut convergirt. 
Reihen, deren Summe S von der Anordnung ihrer Glieder abhängig 
ist, heiijsen bedingt convergent, und Reihen, deren Summe bei jeder 
Anordnung der Terme unendlich sind, divergent. Die bedingt conver- 
genten Reihen nehmen wir nicht in die Rechnung auf, da ihnen der 
Charakter von Summen abgeht. 

§ 11. Froducte tinendlicli vieler Factoren.*) 

In diesem Capitel haben wir noch das Product unendlich vieler 
Zahlengrofsen c, zu definiren. Den früheren Betrachtungen gemäfs 
mufs die Definition derart gewählt werden, dafs das unendliche Pro- 
duct den Fall eines endlichen Productes c^ c, . . . c» umfafst und für 

*) Siehe Weierstrafs in Grelle*B Joamal Bd. 51, Pincherle 1. c. und 
Mittag-Leffler in Acta mathematica Bd. 4. 
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dasselbe die Multiplicationsgesetze gelten. Ferner darf es nicht un- 
endlich sein , wenn die durch Multiplication bestimmter Gröfsen q , 
c^, c^. . . begrifflich festgestellte Gröfse für uns eine Bedeutung 
haben soll. 

Bringt man die Gröfsen c^ auf die Form 1 -|- a^, bildet dann 

P, = 1 + a, 

Pj = (1 + a,) (1 + öj) c= 1 + aj + «2 + a^ a^ 
1^3 = (1 + «,) (1 + a,) (1 + a,) 

=» l + a, + a^ + a, «2 + 0^3 + öi«3 + «2% + «lö^^s 

Pn=(l+a,)(l + a,)...(l + a„) 

= 1 + »1 + «2 + «! «2 + «3 + • • • + «« + «1 «n + «2^« + • ' • 

+ a, «2 • • • ^» ; 
so läfst sich P„ als Summe der folgenden {n -{- \) Grofseu g^ dar- 
stellen : 

^0 — 1 

gfj = «2 + «1 0^2 = (^ + «i) »2 

^3 = «3 + öi«3 + «2Ö3 + «1 <^2«3 = (1 + «1) (1 + ^2) «3 

5^4 = «4 + öt, 04 + «2 ^4 "I" ^l ^2 0^4 + Ö3 a4 + a, «3 «4 -f" »2 ^3 ^4 ~t" ^i ^2 ^3 ^4 

ö'if = «n + ö| «n + «2 0t». + flj aofl« + aga» + • • • + a, a2 • • • a«-ia» 

= (1 + »1) (1 + »2) • • • (1 + ««-1) «« • 
Do« Product der unendlich vielen Factoren c^ = 1 + a^ t<?ird jet^t 
als Summe der unendlich vielen Summanden g^ definirt, deren Bildungs- 
gesetz die obigen Gleichungen klar erkennen lassen. 

Diese Definition ist erlaubt, weil das Product einer endlichen An- 
zahl von Gröfsen mit eingeschlossen ist. 

Wir fragen ; wann das unendliche Product 

(1 + «,) (1 + «2) . • . (1 + a.) • . . , 
welches mit 

l7(i + «») 

bezeichnet wird, endlich ist. 

Offenbar dann, wenn ein Factor (1 + a^) Null ist. Wir denken 
aber diese Factoren abgesondert und untersuchen das Product unend- 
lich vieler nicht verschwindender Factoren. 

Soll ein solches Product unabhängig von der Anordnung der 
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Factoren endlich sein und das ist ja oben verlangt worden , so mufs 
die unendliche Reihe 

90 + 9i+ 92-\ f- ^v H 

unbedingt convergiren; dann aber convergirt diese Reihe nothwendig 
absolut. 

Bezeichnet man den absoluten Betrag von a, hier mit er, und setzt 

y^ = tty -|- «, «y -j- aj flfy 4" «1 ^2 ^v 4" ^3^* 4" • ' • + ^i CC2 ' ' ' CC^, 

SO wird y, > \gr\f und setzt man voraus, dafs die Reihe positiver 
Gröfsen 

1 + yi + ^2 H h y* 4 

convergirt, so convergirt die Reihe der g^ absolut. Damit aber von 
einer endlichen Summe der Reihe 1 + yi + ^2 "f" ' * ' ^^® Rede sein 
kann, mufs nothwendig die Reihe der absoluten Beträge der Gröfsen 
€h endlich sein, enthält ja doch y^ die Grofse |ay| = a^, und diese 
Bedingung ist offenbar auch für die unbedingte (Konvergenz der Reihe 
der g nothwendig. 

Wir nehmen also an, dafs die Reihe 

«j 4" ^2 "h * " ' "t" ^y H" • • • (^) 

eine endliche Summe S besitze, und setzen fest, dafs S kleiner sei als 
Eins. Andernfalls kann man durch Absonderung einer blos endlichen 
Anzahl von Gliedern a^ eine Reihe bilden, in welcher diese Forderung 
erfüllt ist, und in dem von der Anordnung der Factoren unabhängigen 
unendlichen Producte kann man die den Gliedern a^ entsprechenden 
Factoren (1 + a^) abtrennen, deren Product für sich endlich ist. Es 
bleibt dann ein unendliches Product zur Untersuchung übrig, dessen 
zugeordnete Reihe (A) eine endliche Summe S < 1 besitzt. Die posi- 
tiven Gröfsen a, sind jetzt kleiner als Eins, folglich wird 

und 

(1 + «i) (1 + «,)... (1 + «.) < (rTr„-j(i-_-;^-(T=:«:) • 

Doch weil auch 

(1 — «i) (1 — «2) • • • (1 — a«) > 1 — (a, + «2 H h «»). 

wird das Product 

(1 + aO (1 + «.)••• (1 + «-)< rzT^^+^-TTT^lTig 
und umsomehr 

(1 + «,) (1 + «,)... (1 + «,) < _A ^. . 



CD 



Nun ist das unendliche Product //(l -\- üv) endlich, wenn die un- 



»=1 
endliche Reihe 
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1 + ^(gy + a, oTi, + «2«, H f- a, «2 . . . «y) 

convergirt; da aber die Summe der ersten n 4~ 1 Glieder 

1 + yi + ^2 H h y» = (1 + «i) (1 + «2) • • • (1 + «») 

kleiner ist als die endliche Zahlengrofse ■ ^ , was auch n sei^ so ist 

das unendliche Product / /(l + ^v)» welches durch die Summe der 



00 



unendlichen Reihen 1 + ^y^ definirt ist, und umsomehr der absolute 
Betrag von 

_y ao 

^^, oder J7(l+a,) 

endlich. 

Wir erhalten somit den Satz: Die nothwendige und hinreichende 
-p Bedingung dafür ^ dafs ^pi^ein von der Anordnung der Fadoren unäb- 

oa 

hängiges Froduct l liX + a,) endlich ist, besteht in der Ckmvergenz 
der unendlichen Beihe 

I«il + |ö2l H 1- l«r| H 

Man sagt, die Producte P, ; P2,...Pii convergiren nach einem 
bestimmten Werthe P, wenn nach Wahl einer beliebig kleinen posi- 
tiven Gröfse d stets ein n so bestimmt werden kann, dafs für jedes 

^ ^ ♦* |P — P,|<tf. 

Darnach behaupten wir, dafs^in dem von der Anordnung der 

Factoren unabhängigen Producte / / ( 1 + ^v) f welches mit P be- 
zeichnet sei, die Producte 

P,_(l + a,)(l + a2)...(l + a.) 
mit wachsendem n nach dem unendlichen Producte P convergiren. 

Bildet man den absoluten Betrag des Quotienten p- , d. i. 

1(1 + a,^i)(l +a,+2) • • -1 
und bezeichnet 

OD 

^(1 + a.) -= (1 + 0.+,) (1 + a,+,) . . . 
mit 1 + *n, wo 
80 wird 

< 1 + |£n| < (1 + «nH-l) (l + «n+s) ' ' ' 



Pn 
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Nennt man die Summe der Gröfseu 

Sn, SO wird für hiDlänglich grofse n 8n kleiner als 1 und kleiner als 
eine beliebig kleine vorgelegte Grölse. Dann ist 

n 

und 



P 

P. 



ii^- 



Bringt man endlich » auf die Form 1 + fi, wo e beliebig 
klein ist, und setzt 



€\P, 



so wird 



oder 



— 1< 



S 



— l 



< 



P-Pn\<d, . 
und der Beweis ist erbracht. 

OD 

Man sagt wieder, das unendliche Product / / (1 + a») convergirt^ 



r=l 



wenn nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grofse d stets 
eine solche ganze Zahl n angebbar ist, dafs der absolute Betrag 

QO 

]7(1 + «,)-! 
oder dafs für jeden Werth von ^ der Betrag 



IT' 



(1 + a,) - 1 



tz=.m 



kleiner ist als d, sobald nur m'^n ist. Die endliche Gröfse, nach 
welcher die Producte Pn convergiren, ist der Werth der unendlichen 
Productes. 

Ein unendliches Product heifst absolut convergent, wenn auch noch 
' _ ^_, 
/ / (1 + Oy) convergirt. In diesem Falle ist wegen der Ungleichung 

(1 + Om+l) (l + CCrn+i) ' • • (1 + ««+/*)— 1 *> «m+l + «m+2H h«m+/u 

die unendliche Reihe 

Öj -|- «2 -{-••• -f- O» -}-•• • 

absolut convergent. 

Sind die Grofsen a^, 0^2 , . . . alle kleiner als Eins und hat ihre 
Summe einen endlichen Werth; so ist nicht allein / /(l ~h ^v)' ^^^' 
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dern auch das beständig abnehmende Produet / / (1 — ^y) convergent 
ohne Null zu werden, denn es ist 

"P^ £ I (1 — «r) > 1 — (ain+l + am+2 + h ««+^) 

und wenn m so grofs gewählt ist, dafs die Summe in den Klammern 
kleiner ist als dy wird 

Zeigt man umgekehrt in einem besonderen Falle zunächst die Gonver- 
genz der Producte P„ nach einer von Null verschiedenen Gröfse, so 
folgt; dafs die Reihe der a^, a,, . . . eine endliche Summe besitzt. Die 

Convergenz von / /(l — «y) zieht nämlich diejenige von / /(l + ^v) 

nach sich, indem* 

1— * < (1 — a„,+i)(l— fl^+sr) . . . (1 — a„^_^) 

< (l~«5,+i) (l -ai+2) • • • (1 -ä^+m) < 1 
und somit * 

wird; wo die rechte Seite bei hinlänglich grofsen m und beliebig 
kleinen d von 1 um beliebig wenig abweicht. Z. B. das Produet 

ist convergent; denn die Producte 



n 



\^}\—lÄ.l'^ (n— l)(n+l)^ ^•^_-^(**~l). 3_i^---(!?+*^ 
vv 2.2*3.3*'' 'n.n '\.2~..n ' 2.3...n 



2n 2 ' 2n 



convergiren mit wachsendem n nach — , und darum ist auch die Summe 
der unendHchen Reihe 

I — I ■ ■ a >J>« ... I • • • 

2* ' 3« ^ ^ n« "^ 

und umsomehr 

— + — H h — H (w>2) 

endlich. 

Bei der Auswerthung eines absolut convergenten Productes kann 
man die Factoren beliebig in Gruppen zusammenfassen , und anderer- 
seits läfst sich das Produet / / (1 + «r) in ein convergentes unend- 
liches Produet verwandeln^ dessen Factoren selbst unendliche Pro- 
ducte sind. 

Es sei etwa 
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WO die Gröfsen a^ , a/ . . . , «2 » ^tj' . . . Gro&en a^ sind , dann wird 

6j — ttj + a/ + ^1 ^i -[-••• 
&2 *" 0^2 + «2' 4" ^2 % -4" • • • 



und man sieht ^ dafs die das Product / /(l 4~ ^y) definirende Summe 

keine anderen Glieder enthält als die Summe^ durch welche das Pro- 

dact / / (1 + <^r) bestimmt ist. Doch diese endlichen Summen sind 

von der Anordnung der Summanden unabhängig und einander gleich. 

Mit Producten der hier betrachteten Art rechnet man wie mit den 
früheren Zahlengröfsen. 

Um z. B. das Product 

J7a+«>) = -p und JJo + M = ö 

zu bilden, hat man das Product 

JJ(1 + a.) (1 + K) - JJ(1 + a, + br + a,K) 

zusammenzusetzen. Es ist endlich und hat den Werth PQf denn 
erstens ist 

^\ay + lv+ ayby\ < ^ \\(h\ + | ^V | + | «r^y | j 

mit /!|a»| und /,|6v| endlich und zweitens gibt der Vergleich der 
das neue Product definirenden Summe mit dem Producte der Reihen 

OD 

^gy = 1 + a, +^{1 + a,) (1 + aj) . . . (1 + a.-i)a. 

v=z2 
00 

^K =1 + 6, +^(l + h) (1 + &,)... (1 + ^_i)6, , 

dafs die zweite Behauptung richtig ist. 

Enthält das endliche Froduct 1 l(l-{- a^) = P keinen verschwin- 
denden Factor, so ist das Product I I [—, - ) ebenfalls endlich und be- 
sitzt den Werth „- • 

Setzt man 

und zeigt y dafs 
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'^I 



a 



¥ 



jLj 1 1 + a, 

zugleich mit^^javl endlich ist, so hat das neue Product gewifs eineu 
endlichen Werth, und zwar folgt aus 

Die genannte Summe ist wirklich endlich, denn bezeichnet a einen 
positiven Werth, der kleiner ist als jeder der von Null verschiedenen 
Werthe |1 -f- ^i^l; bo gilt die Ungleichung 

in der die rechte Seite kleiner ist als eine noch angebbare Grofse g! 
Man kann an diesen Satz die Bemerkung knüpfen: Ein absolut 

convergentes Froduct / / (1 + ö^) kann nicht verschwinden y wenn nicht 

einer der Fadoren (1 + ch) Null ist — 
Der Quotient zweier endlichen Producte 

[7(1 + «')' ]7o+*') 

mit den Werthen P und Q, deren zweites keinen verschwindenden 
Factor hat, ist ., , . 

und hat den Werth -^ ^ denn es ist 

]7GS)-/T('+«.)n(r^)-f- 

Wenn die einem Producte / / (1 + «») zugeordnete Reihe 

^1 "H ^2 "h * ' ■ "f" ^> "4" ' * * 
nur bedingt convergirt, kann man die früheren Schlüsse über die 
Gonvergenz des Productes nicht mehr ziehen. Das Product kann wohl 
mit der Reihe zugleich endlich sein, aber nicht bei jeder Factoren- 
folge, es ist nur bedingt convergent. 
Z. B. ist das Product 

]7(' + (- »■ v) 

r=JJ 

bedingt convergent, denn die Reihe 

11,1 1 j. 1 

2 8 ' 4 2y— 1 ' 2v 

convergirt nur bei bestimmter Summationsfolge. Indefs 
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oder 

convergirt und mithin 

endlich ist, wird 

2*4' • 2v • 

Tond 

unendlich , <ond von den Producten 

diyergirt das erste nach unendlich, das zweite nach Null, ohne dafs 
ein Factor verschwindet. 

Die von der Anordnung der Factoren abhängigen unendlichen 
Producte haben nicht den Charakter der Producte, darum führen wir 
sie ebensowenig wie die bedingt convergenten unendlichen Reihen in 
die Rechnung ein. 
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I. Abschnitt. 

Veränderliche ärStsen, Orfifsenmeiigeii. 

§ 12. Deflnition der algebraischen rationalen ganzen und 

gebrochenen Ausdrücke. 

Mit den iu dem vorigen Capitel gewonnenen Zahlengrofsen haben 
wir zu operiren. 

Ist eine endliche Anzahl reeller oder complexer Zahlengrofsen 
»1 , a2 - • . ttn vorgelegt und verknüpft man dieselben eine endliche An- 
zahl Male durch die vier Rechnungsoperationen, wobei die Division 
der Beschränkung unterliegt^ dafs der Divisor nicht Null sein darf, so 
erhält man Ausdrücke^ deren Untersuchung den Gegenstand der Algebra 
bildet. Schliefsen wir die Division zunächst ganz aus, so liefert die 
Anwendung der drei übrigen Elementaroperationen Ausdrücke der Form: 

+ ^jfeai"»» öj"»« . . . a«"*» , 

wo einige der (positiven) ganzen Zahlen w/*> . . . mj"^ auch den Werth 
Null haben können, in welchem Falle o,^ = 1 zu setzen ist, und wo 
die positiven und negativen ganzzahligen GrÖfsen Äx Coefficienten ge- 
nannt werden. * 

Solche „algehraiscJie, rationale und ganze" Ausdrücke haben offenbar 
die Eigenschaft, untereinander durch die ersten drei Rechnungsarten 
verbunden, wieder Ausdrücke derselben Art zu geben. 

Wendet man bei der Verknüpfung der Elemente a, auch die Di- 
vision an, so entstehen Quotienten ganzer Ausdrücke. Indem man 
ferner die durch Addition, Multiplication und Subtraction verbundenen 
Quotienten auf gemeinsame Nenner bringt, wird der allgemeinste 
algebraische j rationale und gebrochene Ausdruck unter der Form des 
Quotienten zweier ganzen Ausdrücke erscheinen. 

Bei der Bildung genannter Ausdrücke wollen wir festsetzen, dafs 
einige Elemente a^ einmal fixirte Werthe unveränderlich beibehalten, 
andere Elemente nach und nach andere Werthe aus unserem Grofsen- 
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System annehmen. Die ersteren Gröfsen hei&en unveränderliche oder 
constante, die letzteren veränderliche oder variable. 

Der algebraische Ausdruck ändert seinen Werth; wenn man den 
Yariabeln verschiedene Werthe beilegt. Diese Abhängigkeit des Werthes 
eines Ausdruckes von den Werthen der Yariabeln spricht man dadurch 
auS; dafs man den Ausdruck eine Function der Variabdn nennt und 
zwar eine algebraische rationale ganze oder gebrochene Function, je 
nachdem die yariabeln Grofsen bei der Division nicht in Verwendung 
kamen oder aber auch bei dieser Rechnungsoperation zugelassen wurden. 

Die algebraische rationale ganze Function ist eine Summe einer 
endlichen Anzahl von Gliedern der Form: 

WO die Constanten Goefficienten A^^^^ . . . «m l^^^i^big^ Zahlengrofsen und 
die Xi, X2 . - ' Xm die Variabein bedeuten. 

Zwei Glieder der ganzen Function , in welchen die Exponenten 
der Variabein der Reihe nach übereinstimmen, kann man zu einem 
Gliede vereinigen. Sind die Exponenten einmal alle gleich Null, so 
hat die ganze Function ein von den Variabein freies, constantes Glied 
Aq, • • • • i^aiiö der Exponent v^ (^ — 1,2..»») alle Werthe von 
bis fn^ durchlaufen, so schreibt man die ganze Function in Form 
der ^fachen Summe: 

Uli ms niff^ 

oder einfacher: 

mit Vh . . myf^ 

und hierin können einige der Goefficienten -4y,>,' . . . v/ wieder Null 
sein. Die algebraische rationale gebrochene Function ist der Quotient 
solcher Summen. 

§ 13. Unbesohränkt veränderliche Gröfsen* 

Bevor wir an die Untersuchung der eingeführten Functionen gehen 
können, müssen wir eine Reihe von Definitionen vorausschicken. 

Wir sagten, eine Grofse heifst veränderlich, wenn sie verschiedene 
Werthe annehmen kann. Diese Veränderlichkeit ist ganz unbestimmt, 
und im Allgemeinen wird eine solche Gröfse nicht zu verwerthen sein. 
Wir führen darum die unbeschränkt veränderliche Gröfse ein und ver- 
stehen darunter eine Gröfse, die jeden Werth unseres Gröfsen- oder 
Zahlensystems annehmen kann und auch gröfser werden darf, als jede 
vorgegebene Gröfse. 

Bi ermann, Fonctlonentheorie. ' 6 
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Eine solche Variable x hat folgende Eigenschaft: 

Ist Xq ein bestimmter endlicher Werth und r eine gegebene posi- 
tive (reelle) Gröfse, so gehört die Gesammtheit von Zahlengrö&en x, 
für welche der absolute Betrag \x — Xq\ kleiner ist als r, ebenfalls zu 
den Werthen der Yariabeln. 

Wird eine Variable als eine Grofse x definirt, welche alle Werthe 
annimmt, für die \x — Xq\ kleiner ist als eine beliebig kleine posi- 
tive Gröfse 8, — wo a;^ einen ersten Werth bezeichnet — so nennt 
man sie stetig veränderlich. Die unbeschränkt variable Gröfse ist also 
stetig veränderlich. 

Die Gesammtheit der Werthe x^ welche die Bedingung 

I a? — a^o I < r 

erfüllen; bezeichnet man als Umgehung von Xq. Der Ursprung dieser 
Bezeichnung ist durch die geometrische Repräsentation der Variabein- 
werthe erklärt. Die Träger dieser Werthe sind die Punkte der Zahlen- 
ebene, der Träger des Werthes Xq ist ein bestimmter Punkt oder eine 
Stelle, und die der genannten Bedingung unterworfenen x Werthe 
liegen innerhalb des um die Stelle Xq mit dem Radius x beschriebenen 
Kreises. Nach der Gröfse r heifst die Umgebung von Xq diejenige mit 
dem Eadius r, oder die Umgebung r der Stelle Xq. 

Es seien n von einander unabhängige unbeschränkt veränderliche 
Gröfsen x^y x^ . . , Xn vorgelegt. 

Ein specielles Werthesystem (a, , aj . . . a«) oder, wie wir kürzer 
anzeigen wollen, ein Werthesystem (a) heifse eine Stelle oder ein 
Punkt aus der Gesammtheit der Werthesysteme {x). 

Die Gesammtheit derjenigen Werthesysteme {x), welche die Be- 
dingungen 

I ^1 — «I I < *i I ^2 — «2 I < *» • . . I fl?« — ö« I < * 

erfüllen, heifse die Umgebung d der Stelle (a); allgemeiner definirt 
man durch die Gesammtheit der den verschiedenen Bedingungen 

I ^1 <^\\ < ^\} I ^2 — «2 I < *2 • • • I ^« ~ ^« I < *" 

genügenden Wei;thesysteme die Umgebung (d, , 8^ . . . d») oder (S) der 
Stelle (a). 

Sind die Variabein wiederum so definirt, dafs die Gesammtheit 
der den Ungleichungen \x^ — a^ | < tfy (v = 1 , 2 . . . n) mit beliebig 
kleinen Gröfsen 8^ genügenden Werthesystemen auch den Variabel- 
werthen angehören, so heifsen sie stetig veränderlich. 

Wir sagen : Die Gesammtheit der reellen Werthe, welche eine un- 
beschränkte Variable annehmen kann, constituirt eine einfach unend- 
liche Mannichfaltigkeit oder eine Mannichfaltigkeit einer Dimension. 

Die Gesammtheit der reellen Werthesysteme, die n von einander 
unabhängige, unbeschränkt veränderliche Gröfsen j;,, x^ . . . o;» an- 
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nehmen können, bildet eine nfach unendliche Manuichfaltigkeifc oder 
eine Mannichfaltigkeit n^'^' Dimension. 

Die Gesammtheit der n unbeschränkt veränderlichen Gröfsen 

a?» = Ir + i^y (v = 1 , 2 . . . n) , 

wo Iv und r^p reelle Werthe bedeuten oder unbeschränkt reelle Variabein 
sind, constituirt eine Mannichfaltigkeit von 2n Dimensionen und ein 
speeielles Werthesystem (a,) ist eine Stelle oder ein Punkt dieser 
Mannichfaltigkeit. — 

Wir denken nun in der zweifach unendlichen Mannichfaltigkeit 
eine unendliche Menge (Ä) von einander verschiedener endlicher Punkte 
gegeben, die durch eine bestimmte Regel oder eine gemeinsame Defi- 
nition charakterisirt seien, wie z. B. dadurch, dafs in x =^ ^ -{- iri die 
Coordinaten g und rj rationale Zahlengrofsen sein sollen. 

Hierauf defiuireu wir: eine (wenn auch noch so kleine) Umgehung 
r einer Stelle Xq der Gesammtheit von Werthen x gehört der Punkt- 
menge (Ä) an^ wenn nebst Xq jede Stelle dieser Umgebung ein Punkt 
der Menge ist. 

Gibt es keinen Punkt Xq unter den gegebenen, dem eine der 
Menge {A) augehörige Umgebung zuzuordnen ist, 30 heilst die Punkt- 
menge discret. 

Angenommen, dafs eine solche Stelle Xq existirt, so kann man 
eine der Bedingung \x — Xq\ <i r genügende Stelle x^ herausnehmen, 
für die sich o£fenbar wieder eine der Menge (Ä) angehörige Umgebung 
r^ finden läfst. Fährt man so fort, sucht stets die Umgebung r, einer 
Stelle Xpf die der der Menge (Ä) angehörigen Umgebung r,.! von 
XpJ-i entnommen ist, so constituirt die Gesammtheit von Punkten, zu 
denen man auf diese Weise gelangen kann, in der zweifach unend- 
lichen Mannichfaltigkeit von x Werthen oder in der a;-Ebene, wo die 
Variable gedeutet wird, eine Menge {A^) von Stellen, die wir einen 
Bereich nennen. Durch die beschriebene Vermittlung einer endlichen 
Anzahl von Stellen kann man von jeder Stelle x^ des Bereiches (Ä^) 
zu jeder anderen x' gelangen, ja noch mehr, man kann sogar eine 
endliche Anzahl von Stellen x^ aus {A) zwischen Xq und x' so ein- 
schalten, dafs die Entfernungen 



X4 — ~ Xq I , I Xn """" Xq ^ * m t t \ X "~~" Xt 



' kleiner bleiben als eine beliebig kleine Gröfse ^, und die Umgebungen 

der Stellen Xq, x^, x^^ > • Xn mit dem Halbmesser 6 der Punktmenge 

{A) angehören. 

Man sagt, die Stellen x^^ a;^ . . . Xn vermitteln einen zusammenr 

hängenden Übergang oder einen continuirlichen Weg von Xq nach x\ 

Ein Bereich {A^), zwischen dessen Stellen continuirliche Wege zu 

6* 
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legen sind^ heifst ein aus einem zweifach ausgedehnten Stücke be- 
stehendes, zusammenhängendes Con^muum^ oder Continuum kurzweg.**) 

Ist x' eine Stelle aus (Ä), der man eine dem Continuum (A^) an- 
gehörige Umgebung zuordnen kann, so liegt x' innerhalb (-4,) und 
(Ä{) enthält x\ 

Gibt es unter den Stellen einer noch so kleinen Umgebung von 
x' solche, die (^j) angehören und andere, die (-4,) nicht angehören, 
so liegt X auf der Begrenzung des Bereiches (-4,). 

Eine Stelle x" liegt endlich aufserhalb (-4,), wenn man ihr eine 
wenn auch noch so kleine Umgebung zuordnen kann, welche keine 
dem Bereiche {A^) angehörige Stellen umfafst. Die dem Continuum 
(J.i) angehörigen Umgebungen einer Stelle, die innerhalb (Jl,) liegen, 
können bis an eine Stelle der Begrenzung hinanreichen, aber niemals 
eine solche Stelle enthalten.**) 

Das Continuum {Ä^} ist durch einzelne Stellen, durch eiue oder 
mehrere Linien oder durch Punkte und Linien begrenzt. 

Die Linie ist (hier etwas umständlich) als die Gesammtheit einer 
unendlichen Punktmenge {B) der Beschaffenheit aufzufassen, dafs in 
jeder (selbst beliebig kleinen) Umgebung jeder Stelle von {B) unendlich 
viele andere Stellen dieser Menge, und noch Stellen (x") und (x^) 
liegen, die sich aufserhalb resp. innerhalb des Continuums (^4]) be- 
finden. 

Die eine Linie definirende Punktmenge bildet kein zweifach aus- 
gedehntes Continuum mehr, aber nothwendig lassen sich wieder zwischen 
irgend zwei Stellen ^ und g^' von {B) nach Annahme einer beliebig 
kleinen Gröfse b eine endliche Anzahl neuer Stellen gj , $2 * ■ - ^^ ' 
welche der Menge (B) angehören, den Bedingungen 

I S, — 5o I < ^; • • • I 6* - 6' l< « 

gemäfs einschalten. Darum heifst die Punktmenge (B) zusammen- 
hängend und andererseits einfach unendlich oder einfach ausgedehnt, 
weil sie in der zweidimensionalen Mannichfaltigkeit kein Continuum 
bildet. 

Es ist möglich, dafs unter den Stellen der ursprünglich gegebenen 
Punktmenge (Ä) solche existiren, die zwar aufserhalb {A^) liegen, 
denen aber eine der Menge {Ä) angehörige Umgebung zuzuordnen ist. 
Dann gibt es mindestens ein zweites Continuum (^2)) dessen Begren- 
zung theilweise mit der des ersten Continuums zusammenfallen kann. 
So kann man nach und nach alle Continua aus (A) herausnehmen. 

Die Gesammtheit der Werthe einer stetig veränderlichen Gröfse 
X constituirt gewifs ein Continuum. Indem sich die früheren Betrach- 



♦) Weierstrafs, Abhandl. aus der Functionenlehre S. 71. 
*) Mittag-LelHer, Acta math. Bd. 4. 
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tuDgen auf den Fall uneudlicher Punktmengen (Ä) in der 2n-dimen- 
sionalen Mannichfaltigkeit ausdehnen lassen, gilt die letzte Behauptung 
auch für die Gesammtheit der Werthesysteme von n stetigen Veränder- 
lichen. Die der Linie entsprechende Begrenzung des 2nfach ausge- 
dehnten Gontinuums wird aus einer (2n — l)fach unendlichen Punkt- 
menge zusammengesetzt sein und ferner werden die Begrenzungen 
durch (2n — i/^fach unendliche Punktmengen gebildet sein können, 
indem in der Punktmenge (Ä) eine Menge von Stellen existiren kann, 
die niemals ein mehr als (2n — t/)fach ausgedehntes Continuum zu 
bilden vermögen, in deren Umgebungen aber erstens unendlich viele 
Stellen dieser Menge selbst und femer Stellen liegen, die sich inuer- 
halb oder aufserhalb der der Menge (Ä) angehörenden Continua be- 
finden. — 

Gibt es unter den Werthen einer Yariabeln x solche, die, ohne 
Null zu sein, dem absoluten Betrage nach kleiner sind als eine be- 
liebig kleine positive Gröfse d, so sagt man, dals x unendlich klein 
toerden kann.*) Ist x eine stetig veränderliche Gröfse und liegt die 
Stelle Null in dem Bereich der Gröfse oder auf der Begrenzung, so 
kann x unendlich klein werden und %war gibt es unendlich viele Werthe 
X , für die | o; | kleiner wird als d. 

Die Null selbst erscheint hier im Gegensatz zu den Null werden- 
den oder unendlich klein werdenden Gröfsen als eine bestimmte Gröfse, 
nach welcher die Werthe x convergiren. 

Ein Gröfsensystem o;, , a;2 . . . x« wird unendlich klein, sobald wieder 
die Stelle (0) in dem Bereich der Veränderlichen oder auf der Be- 
grenzung liegt. 

Stehen hierauf zwei oder mehrere Gröfsen y und x oder y und 
x^j rTj . . ^n in einem Zusammenhange, durch welchen jeder Stelle x 
oder {x) ein oder mehrere (vielleicht unendlich viele) Werthe für y 
zugeordnet werden, und existirt nach Ä.nnahme einer beliebig kleinen 
positiven Gröfse a eine Umgebung der Stelle oder (0) 

\x\<d', \x^\<d^, (i/ = 1, 2. ..w), 

die nur Stellen enthält, denen y Werthe von einem Betrage kleiner 
als c zugeordnet sind, so sagt man, dafs die Gröi'se y mit den unab- 
hängigen Yariabeln unendlich klein oder mit unendlich kleinen Werthen 
der Variabein unendlich klein wird. 

Wird y — h mit x — a oder mit x^ — Oy (v = 1 , 2. . .w) unend- 
Uch klein, so gebraucht man die Bezeichnung: y nähert sich der 
Grenee b, indem die Gröfse x oder das Gröfsensystem (:r, , x^ . . . Xn) 
nach der Stelle a oder (a) convergirt, d. h. wenn die Stelle x oder 



_ • 

♦) Wir werden öfter die Worte ahsoltUer Betrag weglassen, wenn es sich um 
den Vergleich complexer Gröfsen mit positiven (reellen) Gröfsen handelt. 
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(x) derart nach a oder (a) rückt, dafs die Dififereozen x — a oder 
(aTy — öy) unendlich klein werden. 

Die Summe oder das Product y einer endlichen Anzahl stetig ver- 
änderlicher Gröfen wird mit den Summanden respective mit einem 
Factor unendlich klein ^ sofern in dem Producte keiner der übrigen 
Factoren eine noch angebbare Grofse überschreitet. Der Quotient y 
zweier stetig veränderlicher öröfsen wird gewifs mit dem Dividend un- 
endlich klein, wenn nur der Divisor nicht auch unendlich klein wird. 

Eine veränderliche Gröfse wird unendlich grofs genannt, wenn ihr 
absoluter Betrag grolser werden kann als jede angebbare positive 
Grofse. Wie die Null als Grenze unendlich klein werdender Gröfsen 
aufzufassen ist^ betrachtet man di^ Grenze der unendlich werdenden 
Grofsen als eine bestimmte Grofse: Unendlich ^ und spricht von ihr als 

dem Werthe des Ausdruckes — , wenn rc == gesetzt wird; diesem 

Werthe oder dieser Grofse (oo) kommt der Name Unendlichkeitspunkt 
zUy herrührend von der geometrischen Repräsentation, bei der man 
nur einen unendlich fernen Punkt hat, sobald die Ebene als Kugel 
von unendlich grofsem Radius aufgefafst wird. Die Gesammtheit der 

(absolut genommen grofsen) Werthe von x^ für welche — < r, heifst 

die Umgebung r der Stelle cx> . Darnach legt man also dem Ausdruck 

X — oo die Bedeutung von — , und dem Ausdruck -^^ — die Bedeutung 

X X ~~ 00 

von — bei. 
a 

Sollte die oben benützte Punkt- oder Werthemenge {Ä) der zwei- 
fach unendlichen Mannichfaltigkeit Grofsen enthalten, deren absoluter 
Betrag grofser ist als eine angebbare Grosse und gehört jede einer 

Bedingung — < r genügende Stelle der Menge {Ä) an, so enthält 

{A) die Umgebung des unendlich fernen Punktes und ein Continuum 
erstreckt sich in das Unendliche. 

§ 14. Häufungsstelle .linearer Punktmengen. 

Wir müssen die unendlichen Punktmengen noch näher studiren. 
Wir denken vor Allem in dem Bereich der unbeschränkt reellen Va- 
riabein x, der durch die Gesammtheit der reellen Werthe unserer 
Variabein x constituirt ist, eine aus einer einheitlichen Definition 
fliefsende Menge voneinander verschiedener Werthe gegeben. Dann 
besteht für jede solch lineare unendliche Punktmenge der wichtige Satz*): 
In dem Bereich der reellen Variabein gibt es mindestens eine 



•) Siehe Pincherle 1. c. 



Veräuderliche Gröfsen, GröfsenmeDgeD. 71 

Stelle der Beschaffenheit, dafs in jeder noch so kleinen Umgebung 
derselben unendlich viele Stellen der Funktmenge sich befinden. 
Wir setzen voraus, dafs die absoluten Beträge der gegebenen 
Grofsen {x^y 0^2' • • . ^y . - .) endlich seien; dann können wir auch be- 
stimmen j dafs sie alle positiv seien , denn andernfalls kann man wegen 
der ersten Voraussetzung stets eine positive Gröfse Tc so augeben, dafs 

y; = a:; + Ä; (t/ = 1, 2. . .) 

positiv werden. 

Sind die unendlich vielen Gröfsen x^ nun alle positiv, gröfser als 
a und kleiner als a -|- d, so theile man das durch diese Gröfsen defi- 
nirte Intervall (Bereich) in neue Bereiche, so dafs in einem Theil- 
bereiche unendlich viele der gegebenen Gröfsen liegen. 

Bezeichnen 

1 t 2 * * * • ^M • • • 

Gröfsen, die nur die Werthe und 1 annehmen, so lassen sich un- 
endlich viele Gröfsen x'^ in das Intervall 

von a + £1 g- = 6, bis 61 + y , 
femer in das Intervall 

von &2 = &i + «-2 Y bis &2 + -g ' 
usw., endlich in ein Intervall 

von bn = &«-i + «n -g- bis bn + -Y 
einschliefsen. Nennt man die Summe 

ÜL -i_ -??. _L . -4- —^ 

ly, , so wird 

&n = a + ^nd. 

Wir behaupten, dafs dann, wenn 6„ noch nicht die verlangte Stelle 
ist, die Zahlengröfse 

6 = a + d(f + f + ••• + -^ + ••••) = o + d.i? 

die gesuchte Stelle in dem Intervall a bis a + ^ definirt. *) 

Diese Zahlengröise ist vor Allem endlich, denn 17 ist nicht gröfser als 

Y + 2ä- + *-'+ ^«'''"^Y " r "^ " 

1 

2 

Ist dann d eine beliebig kleine vorgelegte Gröfse und n so gewählt, dafs 

*) Vergleiche Serret- Harnack, Lehrbuch der Differential- und Integralrech- 
nung S. 26. 
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SO wird rj au die Ungleichungen gebunden sein: 

1?« < 1? <: 1?n + ^ , 

oder: 

1^ ~ d < «2« und 1? + * ^ 1?» + -^ • 

Dann ist aber das Intervall von bn bis 6« -| — ^ vollständig in dem 

Intervalle (6 — *d!, 6 + dd) oder (a + (i? — *)cZ, a + (iy + d)d) ent- 
halten und weil dieses mit d beliebig kleiu zu machen ist, fallen wirk- 
lich in jede noch so kleine Umgebung der Stelle b unendlich viele der 
vorgelegten Punkte. 

Enthält die gegebene Punktmenge Grofsen x^, die gröfser sind als- 
jede angebbare Gröfse, und gehören nicht alle endlichen Stellen der 
Menge an (in welchem Falle der frühere Satz auch hier bewiesen wäre), 
so greife man eine solche heraus — sie heifse £' — , setze dann 

X 

so wird der Bereich der reellen Werthe y' gerade dem Bereich von x' 
entsprechen, indem 

x: 



'V 



y- = :^-r- = 



<-i' 1_1 



X 



reell ist. Die Stellen yi liegen nicht unendlich fern, da \yl\ endlich 
bleibt und somit gibt es für die Punktmenge (y/, ^2' . • • vi • • •) ^i^® 
ausgezeichnete Stelle der in Bede stehenden Art; sie heifse F. Ihr 
entspricht in dem Bereiche von x' umgekehrt die Stelle: 

und diese ist die gesuchte Grenz- oder Häufungsstelle der gegebenen 
Punktmenge, denn die Stellen der nächsten Umgebung von Y werden 
in Stellen der nächsten Umgebung von X. transformirt. 

Wäre F = 1 , so folgt X = 00 und dann gibt es in jedem noch 

so kleinen Bereiche, für welchen -7 < <J, unendlich viele der ge- 
gebenen Stellen. — 

Man kann diese Betrachtungen auf den Fall ausdehnen, wo in 
dem Bereiche der n von einander unabhängigen unbeschränkten aber 
reellen Variabein (a?/, x^, . . ^n), (also in einer Mannichfaltigkeit von 
n Dimensionen), unendlich viele von einander verschiedene (positive) 
Stellen {x') gegeben sind, die man in bestimmter Folge geordnet denken 
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mag; z. B. dadurch dafs zwei Stellen (x') und (x') dann als aufein- 
ander folgend angesehen werden, wenn |^i'|<|^/| ist; sollte es 
aber zwei Stellen geben ^ denen dieselben Werthe Xi zukommen; so 

folge {x') auf (rc'), wenn X2 < X2 usw. 

In der ttfach unendlichen Mannichfaltigkeit existirt wieder min- 
destens eine Stelle, derart ^ dafs in jeder beliebig kleinen Umgebung 
(d) derselben unendlich viele der gegebenen Punkte enthalten sind. 

Will man zeigen ^ dafs auch die unendliche Punktmenge in dem 
zweifach ausgedehnten Bereiche der unbeschränkten Yariabeln 

X '^i + tri 

eine Häufungsstelle besitzt (b = ß^ -{- ßii), so dafs in jeder noch so 
kleinen Umgebung r von b unendlich viele der vorgegebenen Stellen 
x' '»S'-f'^^' liegen ; so setze man b aus den Häufungsstellen ßi und 
ß2 der Grofsenmengeu ^' resp. r^' zusammen und beweise, dafs sich 
nach Annahme zweier beliebig kleinen Gröfsen d^ und d^, welche der 
Bedingung d,^ + ^2* < **' genügen, unendlich viele reelle Werthe 5' 
und 17' finden lassen, für welche 

l6'-|8il<*,, h'-Z^iK«,, 

denn dann gibt es auch unendlich viele Grofsen x', die die Bedingung 
{x'—b] <r erfüllen. 

In entsprechender Weise gehe man in dem Falle vor, wo die 
Punktmenge in dem 2nfach ausgedehnten Bereiche der n (complexen) 
Yariabeln x^y x^ > * . » Xn gegeben ist. Es gibt auch hier mindestens 
eine Häufungsstelle. 

§ 15. Abgeleitete Fnnktmengen. *) 

Ist irgend eine unendliche lineare Punktmenge P gegeben, d. h. 
eine unendliche Menge verschiedener Punkte, so ist mit dieser eine 
zweite Punktmenge definirt, nämlich die der Häufungs- oder Grenz- 
stellen. ' Man nennt die Gesammtheit der Grenzstellen die erste abge- 
leitete Punktmenge von P und bezeichnet sie mit P^^K 

Die Punkte von P^^^ brauchen der Menge P nicht anzugehören 
und ebensowenig ist die Menge P in P^^) enthalten. Heifst die Ge- 
sammtheit der in P aber nicht in P^^^ vorkommenden Stellen Q, dann 
kann man jedem Punkte von Q eine Umgebung zuordnen, welche 
keine weiteren Stellen aus Q enthält, und die abgeleitete Menge Q^^^ 
kann mit Q keine Stelle gemein haben. Man nennt die Punkte Q 
isolirte Punkte, 

Besteht die Punktmenge P^^) aus unendlich vielen Stellen, so be- 
sitzt dieselbe eine erste abgeleitete Punktmenge P^^^, die die zweite 

*) Vergleiche die Untersuchungen von Cantor in den Mathemat. Annalen. 
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Abgeleitete von P heifst. — P^*) braucht nicht alle Stellen von P(^> zu 
enthalten, aber jede Stelle von P^*^ gehört jetzt P<^> an, denn in jeder 
Umgebung einer Stelle von P^*^ gibt es unendlich viele Stellen von 
P^^) und in jeder Umgebung dieser Stellen unendlich viele Punkte 
der Menge P. Der Ableitungsprozefs fordert also aus P höchstens 
einmal neue Stellen. 

In der Bildung abgeleiteter Punktmengen kann man weiter gehen 
und die v*® Ableitung von P, d. i. die erste Ableitung von PC"-*) auf- 
suchen; stets wird P^»') in P^*^*^, in P^*'-^) usw., endlich in P<*> ent- 
halten sein. Kommt man bei dieser Succession zu einem Ende , indem 
eine iibgeleitete Menge P^**) nur aus einer endlichen Anzahl von Stellen 
zusammengesetzt ist und P ('*+«') für jedes v keine Stellen enthält , so 
heifst die Punktmenge von der n^^'^ Ordnung. Man zeigt dies durch 

die Schreibweise an: 

p{«-h») = . 

Beispiele: 1) Die erste abgeleitete Punktmenge der gegebeneu 

Menge (l> -ö" ' s ' ' " ' / ^^^^^'^^ *^^ ^®^ Stelle Null und es 

ist PW = . 

2) Die erste Abgeleitete der Punktmenge, welche durch die inner- 
halb des Bereiches von bis 1 befindlichen rationalen Zahlengrofsen 
definirt ist, besteht aus allen Punkten des Intervalles einschliefslich 
der durch die Stellen und 1 gebildeten Grenzen und jede folgende 
abgeleitete Menge enthält dieselben Stellen. 

3) Eine irrationale Zahlengröfse n^^' Ordnung war durch eine aus 
Zahlengrofsen (n — 1)^^'' Ordnung gebildete Fuudamen talreihe definirt, 
die irrationale Zahlengröfse erster Ordnung durch eine aus rationalen 
Gröfsen zusammengesetzte Fundamentalreihe. Sucht man die den ra- 
tionalen Gröfsen entsprechende Punktmenge, welche eine irrationale 
Zahlengröfse n^^^ Ordnung definirt, so ist dieselbe durch die Identität 
p(ii+i) ^ charakterisirt. 

Bezeichnet man das System der zweien Punktmengen P^ und P, 
gemeinsamen Stellen mit D (P, , Pj) und nennt diese Menge den ge- 
meinsamen Theiler von P, und P^, so erhält der früher ausgesprochene 
Hauptsatz einer Menge Q isolirter Stellen die Form: 

und die Beziehung auf einander folgender abgeleiteter Punktmengen 
ist in der Formel enthalten: 

D(P(i'), P(»'4-l)) =^ p(v+i) ^ 

Bezeichnet mau die durch Vereinigung zweier Punktmengen P| 
und Pj ohne gemeinsamen Theiler entstehende Punktmenge P mit 
P^ -\- P^, so ist die frühere Punktmenge Pmit der ersten Abgeleiteten 
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P(^> und der isolirten Menge Q in der nachfolgenden Weise zu cha- 
rakterisiren : 

d. h. jede Punktmenge P ist als Vereinigung einer isolirten Menge 
und einer Theilmenge von P^*) darzustellen. 

Ist P selbst eine abgeleitete Punktmenge, so wird diese Theil- 
menge von P^*^ P(^) selbst, denn es ist: 

pc') = Q^ + D{F^^), P(H-i)) = e, + P<''+i) 
und Qy ^ PW — p(H-i) ist eine isolirte Menge. So ersieht man auch, 
dafs die erste abgeleitete Punktmenge als Vereinigung isolirter Mengen 
aufzufassen ist, denn es gilt: 

p(l)= (P(l) _ p(2)) ^ (pW _ p(ß)^ ^ 1_ (p(»-l) _ p{n)^ -j_ p{n) 

oder 

P(i) = (P(i) — P(2)) 4. (P(a) _ P(8)) -j , 

je nachdem P^) von der (n — l)^«" Ordnung ist, oder der Ableitungs- 
procefs im Endlichen keinen Abschlufs erreicht. 

Eine Punktmenge P, welche ihre erste abgeleitete Punktmenge 
enthalt (wo D{P, P<^>) ^ P<^^ ist), heifse eine abgeschlossene. Für 
diese ist: 

p=e + p(i), 

und weil D{Q, Q^^>) = ist, so mufs ö<^> in P*) als Theiler enthalten 
sein. Enthält P neben Q und Q^^^ noch eine Punktmenge i2, so gilt: 

P=Q+Qi^) + B, Qi') + B = P('K 

Während in hinlänglich kleinen Umgebungen der Stellen von Q 
keine Stellen dieser Menge existiren, gibt es in jeder Umgebung der 
Stellen von B Stellen, die B selbst angehören, folglich gehört 22 seiner 
ersten abgeleiteten Punktmenge i2<^) an: 

Ferner ist nicht blos D(jB(i), EW) = iJW, sondern auch 

d. h. JSW enthält alle Stellen von E^o und keine anderen mehr. Der 
Ableitungsprocefs bringt demnach an der Menge B^^^ keine Aeuderung 
hervor. 

Wir schliefiien diese Erörterungen Qber Punktmengen mit der 
nunmehr einleuchtenden Bemerkung: Nimmt man aus dem Bereich der 
unbeschränkt veränderlichen Gröfse aj = | -j- ii^ eine abgeschlossene 
Punktmenge heraus, von der kein Theil ein zweifach ausgedehntes 
Continuum bildet, so werden in dem Bereich ein oder mehrere Con- 
tinua entstehen. 
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§ 16. Obere und untere Grenze unendlioh vieler reeller 

Zahlengröfsen. 

Wir kommen jetzt zu neuen BegriflFen, denen der oberen und un- 
teren Grenze unendlich vieler reeller positiver Zahlengröfsen x\ welche 
im Allgemeinen keine Fundamentalreihe constituiren sollen. 

Wir behaupten: Es gibt eine Zahlengrofse G^ welche von den ge- 
gebenen Grofsen x an Gröfse nicht übertroffen wird und die Beschaffen- 
heit hat, dafs entweder gewisse x' gleich G sind oder doch Grofsen 
x' innerhalb des beliebig kleinen Intervalles G bis G — 8 liegen. 
Sie heifst die obere Grenze. Die w/dere Grenze ist eine Gröfse g der 
Beschaffenheit^ dafs keine der Grofsen x' kleiner ist als g^ aber 
Grofsen x* existiren, welche in das beliebig kleine Intervall g bis 
^ -]" ^ fallen oder g gleich sind. 

Der Beweis für das Vorhandensein dieser Grenzen läfst sich leicht 
an den für die Häufungsstelle einer Punktmenge anknüpfen^ doch 
ziehen wir vor, einige Modificationen in der Beweisführung eintreten zu 
lassen, die bei der Wichtigkeit dieser Art von Untersuchungen am 
Platze sein dürften. 

Wir setzen fest, dafs alle Grofsen x endlich seien. Wenn sie 
somit nicht über eine augebbare Gröfse hinausgehen, kann mau in der 
Reihe rationaler Grofsen: 



^ 2 

I f _ — — » • • « 



m 



n ' n ' n ' ' ' 



wo n > 1 sein mag, ein erstes Glied — finden, welches gröfser ist 
als alle Grofsen x\ dann gibt es aber Grofsen x' y die gröfser oder 
gleich ^*~" sind. Ist niemals x > ^^^~- > a^er x = ^'"" , so 

ist ^!l^— die obere Grenze. Andernfalls sei in der weiteren Beihe: 



n 

Q^ 1 2 



. • 



^2 j n« ' n« ' 



-^ das erste Glied, welches gröfser ist als alle Grö&en x\ 



£s ist dann 






oder 

und daher 

Definirt man in derselben Weise die Grofsen: 



. • . - _ • • « 



n» ' n< ' n"» ' 
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für die dann die analogen Ungleichungen gelten: 

^ --* ^ ^v—i > 



n" ^ n' n' 



und bildet die Gröfse: 

so ist diese die verlangte endliche obere Grenze. 
Bringt man G auf die Form: 






x=l 



oder schreibt nach Weglassung der ersten v — 1 Gröfsen -^ und 

n 



n* 






x = » 



und beachtet die Ungleichungen: 

wfix — /lix+i < n (x = 1/, V + 1, • • •)? 

so wird die unter dem Summenzeichen stehende Grofse kleiner als 

— • Man kann darnach eine positive Grofse A < 1 so bestimmen^ dafs 



n« 



G^^^h' ' 



ti ** 1 — 

n 
wird, folglich ist G wirklich endlich, denn n war grolser als 1. 

Führt der beschriebene Procefs nicht zum Ende, so ist die durch 
unsere unendliche Reihe definirte Gröfse G so beschaffen, dafs kein 
x' grofser ist als G und in dem Intervalle G his G — d Zahlengröfsen 
x' liegen. Wäre nämlich x' > ö-, so gibt es auch ein d, für wel- 
ches noch 

x' > G + d 

ist. Wählt man hierauf ein i/, der Bedingung 

,11 h n 



n^ ^__1 n'' n-l 



<« 



entsprechend, so wird ^ 

doch weil gemäfs der Definition von f(, keine Groisen x' existiren, die 
grofser sind als —^, kann unsere Annahme nicht richtig sein und es 
ist jedenfalls rc' > ff . Da aber 
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G< 






ist und man stets ein v entsprechend einer beliebig kleinen Gröfse 3 
so bestimmen kann, dafs neben der letzten Ungleichung auch die fol- 
gende gilt: 



G—«< 



fC 



— man hat ja nur — - > d zu machen — so gibt es in dem Intervall 



9t 



von (r bis (r — d Gröfsen x'j denn es existiren den Definitionen zu- 
folge Gröfsen a;' ^ *' 



n 



Sind unter den Gröfsen x' solche, die gröfser sind als eine be- 
liebig vorgegebene Gröfse, so ist die obere Grenze G'^oo, und in 

jeder Umgebung der ünendlichkeitsstelle — < d gibt es Gröfsen x\ 

Zum Beweise benütze man die schon oben verwendete Transformation : 

X 

In genau derselben Weise folgt die Existenz der unteren Grenze. Ent- 
hält die gegebene Gröfsenmenge positive und negative Gröfsen x\ so 
trenne mau diese , suche die obere Grenze der positiven Gröfsen und 
andrerseits die der absoluten Beträge der negativen Gröfsen. Die 
letztere ist nach Aenderung des Zeichens die untere Grenze der ge- 
gebenen Gröfsen. 

Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs die Häufungsstellen unserer 
Punktmengen mit den hier bestimmten Grenzen einer unendlichen An- 
zahl von Zahlengröfsen zusammenfallen können, aber durchaus nicht 
übereinstimmen müssen, denn die Grenzen waren nicht dadurch defi- 
nirt, dafs in jeder Umgebung derselben unendlich viele, sondern über- 
haupt gegebene Gröfsen liegen. 

§ 17. Von reellen Variabein abhängige stetig veränderliche Gröfsen. 

Der Begriff der oberen und unteren Grenze unendlich vieler 
reeller Zahlengröfsen wird dort von Wichtigkeit, wo wir einer mit 
einer oder mehreren unbeschränkt oder stetig veränderlichen Gröfsen 
in derartigem Zusammenhang stehenden Gröfse y begegnen, dafs jedem 
Werthe oder Werthsysteme der Variabein (x resp. x^, äJj . . . ^n), das 
einem continuirlichen Bereiche entnommen ist, ein oder mehrere be- 
stimmte Werthe der Gröfse y zugehören. Wir zeigen diese Abhängig- 
keit der Gröfse y von x oder a;,, rcj . . . ä;« durch die Schreibweise an: 

y = f(x) oder y = f{x^y x^ . . . Xn), 

und lesen vorderhand nur, y ist eine von x oder x^, x^ . . . Xn ab- 
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bängige Grofse der genannten Art. unter f{x) oder ({x^, x^ . , , Xn) 
verstehen wir dann die Werthe von y an der Stelle x' oder (x'). 

Es sei zunächst y eine von der reellen Variabein x' abhängige 
Grofse, die für jeden innerhalb des durch die Stellen x' = a und x'=>b 
begrenzten Bereiches liegenden W^erthes x' einen bestimmten endlichen 
und reellen Werth y' besitze, dann haben die unendlich vielen be- 
stimmten Werthe y' eine obere und untere Grenze G und g^ für die 
der folgende Satz gilt: 

Ist G die obere Grenze derjenigen Werthe von y, welche den 
innerhalb des Intervalles von a bis h liegenden Werthen von x' 
zugehören, so gibt es in diesem Intervalle mindestens eine Stelle 
x' = X der ßeschafifenheit, dafs die obere Grenze der Werthe y, 
welche den in beliebig kleiner Umgebung von X liegenden x' 
Werthen entsprechen, immer noch G bleibt. 

Der Satz für die untere Grenze g lautet analog. Zum Beweise 
suche man wieder in der Reihe rationaler Gröfsen 



^ A 



m 



n ' n ' n 

wo w > 1 ist, zwei Grolsen — und ^"^^ , welche das Intervall von 

a bis b einschliefsen, theile das so gewonnene neue Intervall in q gleiche 
Theile ab, dann gibt es in jedem derselben für die den x' Werthen 
entsprechenden y Werthe eine obere Grenze und mindestens in einem 

Intervalle etwa von -^ bis -^i"t — ist diese obere Grenze gerade G. 

n n 

Durch die weitere Reihe 

wird wieder mindestens ein Intervall etwa von -| bis -^^^-^^ — zu be- 

stimmen sein, in welchem die den x' Werthen zugeordneten y Werthe 
die obere Grenze G besitzen. Es ist aber 



oder 

und deshalb 



n n* ' «* n 

Wf*l < f*2 + ^^ f*2 < Wfi, + 1 



d. h. das neue Intervall liegt ganz in dem ersten. 

In der Bildung neuer Intervalle gehe man in der angegebenen 
Weise weiter, so dafs stets 

< f«, — vfiy^i < n 
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bleibt; wie in dem Falle 1/ = 2. Erhält man niemals einen Werth 
^ y dem der Werth ^ = 6r entspricht, so definirt der Ausdruck: 






oder 



« "i ^i T ^3 -r • • • 



• x = l 

die verlangte Stelle X. Wegen der genannten Ungleichungen ist 

erstens 

^1 I J^ „«^ ^1 ^ Y ^ ^1 I ^ 



Z < -^ + — ^ und -?^ < Z < '^ + 



n — 1 



und analog 



« 



n 
und zweitens wegen 

Ist hierauf eine beliebig kleine Gröfse ö vorgelegt, und wählt man v 

der Bedingung gemäfs — ;- < ^ , so fällt das Intervall von — ^ bis 

n n 

^"^^ ; in welchem die y Werthe die obere Grenze G haben, ganz in 



n" 



die Umgebung d der Stelle x' = X oder innerhalb des Intervalles von 
X — d bis Z + tf ; also in der That ist die obere Grenze der y Werthe 
in beliebig kleiner Umgebung der Stelle x' ==■ X immer noch G. 

Ist der x' = X entsprechende y -Werth genau gleich ff, so heifst 
die obere Grenze das Maximum der Gröfse y, und g heifst in dem 
analogen Falle das Minimum. 

Da die Grenzen unendlich vieler Gröfsen nicht zu diesen letzteren 
gehören müssen, ist nicht nothwendig, dafs eine Gröfse y den Maxi- 
mal- und Minimalwerth erreicht, wir können nur behaupten, dafs sie 
denselben beliebig nahe kommt. 

Nun ist auch der Satz verständlich: Wenn die Werthe y einer 
Gröfse K beliebig nahe kommen , so existirt mindestens eine Stelle 
derart, dafs in deren nächster Umgebung Stellen x' liegen, denen der 
Gröfse K beliebig nahe kommende y -Werthe entsprechen. — 

Jetzt wollen wir Gröfsen y namhaft machen, welche einem Werthe 
K und ihren Grenzen G und g nicht blos beliebig nahe kommen, son- 
dern diese Werthe wirklich annehmen. 
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Existirt in dem Bereiche der Variabein x ein solches Gebiet (-4), 
dafs nach Annahme einer beliebig kleinen Gröi^ie 8 für jede Stelle x^ 
innerhalb {Ä) eine Umgebung r^ anzugeben ist; die nur Steilen x 
umfafst, deren zugehörige Werthe y' die Bedingung 

|y'-yol = IA^')-/*K)l<* 

erfüllen, so heifst y eine in dem Gebiete (A) von x abhängige^ stetig 
veränderliche Gröfse. 

Ebenso heifst eine von n Variabein a;, , jTj, . . . x» abhängige Gröfse 
y in einem continuirlichen Bereiche (Ä) stetig veränderlich , wenn nach 
Annahme einer beliebig kleineu positiven Gröfse d für jede Stelle (x^^^) 
innerhalb (A) eine solche Umgebung angegeben werden kann, dafs für 
alle Stellen (iC<^^) dieser Umgebung der absolute Betrag 

wird. 

Ist nun y eine für jeden Werth x eines Intervalles (Ä) der (wieder 
reellen) Variabein stetig veränderliche, endliche Gröfse, die für alle 
Werthe einschliefslich der Grenzstellen des Bereiches 

{x = üj a; ^ 6 = a + d) 

definirt ist, so erreicht y für einen bestimmten Werth X die obere 
Grreme G. 

Theilt man das Intervall in der früheren Weise ab, und nennt 
die Endpunkte der aufeinanderfolgenden Intervalle 

80 komnit man entweder auf eine Stelle, bei welcher der Werth von 
y gleich G ist, und dann ist die Behauptung erwiesen, oder der Thei- 
longsprocefs ist unbegrenzt fortsetzbar. Dann d6finiren die Grenz- 
stellen der Punktmengen: 

et* ^ d-i • • • Cvy , • • • 
1 ) 2 * ' * ^ 7 * * * 

eine Stelle X und für diese ist f{X) = G. Wäre nämlich f'{X) um 
eine endliche Gröfse k von G verschieden, also 

so könnte y an der Stelle X nicht stetig sein.*) 

In der That kann man für die stetig veränderliche Gröfse y nach 
Annahme einer beliebig kleineu Gröfse ä eine Umgebung der Stelle X 
so ausfindig machen, dafs für jede Stelle dieser Umgebung 

(x' = X - g, a;' = X + I) 

\f{x')^f{X)\<d 

wird. In das Intervall von X — | bis X + 5 fällt aber ein Intervall 

♦) Vergleiche Serret 1. c. 

Bier mann, Fanotionentheorie. 6 
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von Äy bis fcy und zu diesem gehören y Werthe, die von G beliebig 
wenig abweichen. Setzt man also 

fix') = (?-«, 

wo € beliebig klein ist, so mufs auch 

\G — e — f{X)\ = |G - £ - (G — *)| = |Ä - f |< * 

sein, und das ist unmöglich; wenn d und £ beliebig klein sind. Man 
mufs A; = setzen und damit folgt 

nx) = G, 

d. h. die innerhalb eines IniervaUes von a; «= a bis x '^b einschliefs- 
lieh dieser Grenzen stetige und endliche Gröfse y erreicht die obere 
Grenze, sie hat ein Maximum und ebenso ein Minimum. 

Besitzt femer y an den innerhalb des Intervalles liegenden Stellen 
Xy und X2 die bestimmten (endlichen) Werthe f{x^) \niAf{x^, so kann 
man in gleicher Weise zeigen , dafs y für die innerhalb des Theilbe- 
reiches von x^ bis x^ gelegenen Stellen jeden Werth annimmt; der 
zwischen f{x{) und f{x<^ gelegen ist. 

Die stetig veränderliche Gröfse y = f{x) überspringt demnach 
keinen innerhalb ihres Werthbereiches liegenden Werth, sie ist con- 
Unuirlich. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich durchführen^ wenn man eine 
Gröfse y mit n reellen Veränderlichen rCj, x^^.^.Xn so verbunden 
denkt; dafs jeder Stelle eines zusammenhängenden Bereiches der nfach 
ausgedehnten Mannichfaltigkeit (einschliefslich der Grenzen) bestimmte 
reelle Werthe von y zugehören. 

Diese Werthe haben eine obere und untere Grenze. Im Innern 
oder auf der Begrenzung des genannten Bereiches der Yariabeln gibt 
es eine Stelle (a) derart, dafs die Werthe von y, welche den Stellen 
aus einer beliebig kleinen Umgebung von (a) zugehören, der oberen 
Grenze beliebig nahe kommen, und diese Grenze wird erreicht; wenn 
y eine stetig veränderliche Gröfse ist. — 

Indem wir bemerken; dafs die in einem Intervall der reellen Va- 
riablen X endliche reelle und stetig veränderliche Gröfse y = f{x) an 
einer Stelle x' des Intervalles denjenigen Werth hat; welcher die 
Grenze der (den nach x' convergirenden Variabein werthen zugehörigen) 
y Werthe bildet; und umgekehrt eine Gröfse y in einem Intervalle dann 
stetig zu nennen ist; wenn sie diese Eigenschaft hat; weil man nach 
Annahme einer Gröfse d' stets eine Umgebung von x' so finden kanu; 
dafs für alle Stellen x derselben 

\ax) - f {x')\ < $■ 

wird und die genannte Umgebung nach Wahl einer Grö&e 8 auch so 
zu bestimmen ist; dafs für jedes x' des ganzen Intervalles dieselbe 
Ungleichung besteht: 
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\fix)-ax')\<8, 

so folgt leicht der nachstehende Satz: 

Wenn die Werthe einer von x abhängigen rellen stets posi- 
tiven Gröfse y bei zunehmendem positiven x selbst wachsen oder 
abnehmen und in der einfach unendlichen Mannichfaltigkeit einen 
von den Stellen A und B begrenzten continuirlichen Bereich con- 
stituiren, so ist y stetig veränderlich. 

£s nehme y mit x zu und x^ und X2 seien zwei Werthe von rr, denen 
y^ und 1/2 zugehoren; ferner sei x^ < X2 und deshalb y^ <y2- ^^' 
zeichnet dann x' einen in dem Intervall von x, bis x, liegenden Werth, 
SO wird das zugehörige y' zwischen y^ und ^j liegen. Umgekehrt ge- 
hört der zwischen ^i und ^2 Hegende y- Werth zu einem Werthe x 
des Bereiches mit den Grenzstellen x^ und X2' — y^ und j/2 bilden 
deshalb die untere und obere Grenze der Werthe y für a; > a;, resp. 
o: < X2, d.h. yi ist die Grenze der Werthe y, wenn das in dem Inter- 
valle von x^ bis X2 liegende x nach der Stelle x^ convergirt und y^ 
die Grenze der Werthe y, wenn x nach X2 convergirt; aber dann hat 
y an einer beliebigen Stelle Xq des Bereiches von o; denjenigen Werth 
yQ, für welchen \y — y^j zugleich mit \x — Xq\ unendlich klein wird, 
denn wie nahe an y, auch y = y,' gewählt werde, es gibt unter den 
zu den Stellen der Umgebung von Xq gehörigen j/ -Wertheu stets einen 
mit yQ zusammenfallenden oder zwischen y^ und y^ gelegenen Werth. 
Darnach ist y auch stetig veränderlich. — 

Daran schliefsen wir endlich eine Untersuchung über die von einer 
stetig veränderlichen complexen Gröfse x abhängige stetig veränder- 
liehe Gröfse y = f{x). 

Wir sagen: y ist in der Umgebung einer Stelle Xq stetig verän- 
derlich, wenn nach Angabe einer beliebig kleinen Gröfse Öq eine solche 
Umgebung gefunden werden kanu^ dafs für jede Stelle x' derselben 

I fix') - fix,) |< *o . 

Ist hierauf y in einem continuirlichen, zweifach ausgedehnten Be- 
reiche (A) definirt und wissen wir, dafs sie in der Umgebung jeder 
Stelle Xq, die im Innern oder auf der Grenze eines dem Gontinuum 
{A) angehörigen endlichen Bereiches {A') liegt, stetig veränderlich ist, 
so läfst sich zeigen, dafs y auch in dem ganzen Bereiche {A') stetig 
ist, d. h. man kann nach Annahme einer Gröfse d für jede Stelle Xq 
eine solche Umgebung ermitteln, dafs für alle Stellen derselben 

\f{x) - fix,)\ < d 
wird. 

Erinnern wir uns , auf welche Weise ein zusammenhängender Be- 
reich (A) definirt war, so können wir die folgenden Erwägungen an- 
stellen: Sind a und b zwei Stellen innerhalb des Bereiches (A), von 

6* 
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denen b in der Umgebung R der Stelle a liegt, und ist R der Radius 
der bis an eine Stelle der Begrenzung von (A) hinanreichenden ^ dem 
Bereiche {A) angehorigen Umgebung von a, und bezeichnet d den 
absoluten Betrag \b — a | , d. h. den Abstand der beiden Stellen, 
so kann der Radius 12^ der bis an eine Stelle der Begrenzung von {A) 
hinanreichenden und (A) angehorigen Umgebung von h nicht kleiner 

sein als R — d. Ist d < — und darnach JS, > -^-f ^^ '^®g^ ^ wieder 
in der Umgebung i2, von b. Es mufs umgekehrt 

R> R^- d 
sein und es folgt, dafs die Grofse R^ zwischen den Grenzen 

jRj — d und R -\- d 
Hegt.*) 

Beachten wir jetzt, dafs sich der Radius R der bis an eine Stelle 
der Begrenzung von (A) hinaureichenden und dem Bereiche {A) an- 
gehorigen Umgebung einer Stelle a dieses Bereiches bei stetiger Än- 
derung von a selbst stetig ändert — wie die letzten Sätze leicht er- 
kennen lassen — , so folgt , dafs die untere Grenze R^ derjenigen 
Werthe R , welche der Halbmesser für die innerhalb und auf der Be- 
grenzung von {A') liegenden Stellen annehmen kann, mindestens an 
einer Stelle erreicht wird und Eq nicht Null sein kann. Theilen wir 
den Bereich {A') so in eine endliche Anzahl von Bereichen, dafs der 
Abstand irgend zweier einem Theilbereich entnommenen Stellen kleiner 
ist als I2q, so liegt jeder Theilbereich in der Umgebung Rq einer in 
demselben willkürlich gewählten Stelle x\ 

Die an jeder Stelle von {A') stetig veränderliche Grofse y ist auch 
in dem ganzen Bereich stetig, denn nach Angabe einer Grofse 8 genügt 
offenbar ein endlicher Theilungsprocefs an den gewonnenen Bereichen 
zur Herstellung neuer, für die \f(x) —f{xQ)\ < d wird. Würde nämlich 
nur eine unendliche Anzahl neuer Theilungen zum Ziele führen können, 
so müfste der schliefsliche Bereich um eine Stelle Xq kleiner werden 
als jeder beliebig kleine Bereich. Nun war aber vorausgesetzt, dafs 
sich eine endliche, wenn auch noch so kleine Umgebung von Xq finden 
läfst, wo \f{x) —f{xQ)\ < Öq, und darum ist unsere Behauptung er- 
wiesen. 



**) Wei er strafe, Abhandlangen aus der Functionenlehre S. 72. 
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II. Abschnitt. 

Rationale ganze nnd gebrochene Functionen einer und mehrerer 

Yariabeln. 



§ 18. nationale ganze Functionen einer Variabein. 

Nach diesen Vorbereitungen, durch die der Begriff der veränder- 
lichen Gröfse festgestellt wurde, gehen wir zu den schon ^ben defi- 
nirteu algebraischen Functionen zurück , von denen uns zunächst die 
rationale ganze Fundion einer unbeschränkt veränderlichen (compleocen) 
Gröfse X beschäftigen soll. 

Ordnen wir diese ganze Function nach den ganzzahligen Potenzen 
der Variabein, so erhält sie die Gestalt 

a^a^ + a,a;»-* + • • • + cin-\X + a«. 

Sie ist eine für jeden endlichen Werth der Variabein bestimmte Gröfse 
y, die wir wieder mit f\x) bezeichnen. Die Variable heifst das Ar- 
gument der Function und nach dem höchsten Potenzexponenten n des 
Argumentes nennt man die Function vom n^'^^OraäCy so dafs die ganze 
Function nullten Grades eine Constante ist und die ganze Function 
ersten Grades (oder die lineare Function) die Form ao a? + a, erhält. 

Die Beschaffenheit der ganzen Function irgend eines Grades^ 
welcher zufolge der Entstehung der Function durch eine endliche An- 
zahl arithmetischer Operationen endlich sein mufs, werden wir beur- 
theilen können, wenn wir die Frage, ob und für welche Werthe des 
Argumentes die ganze Function einen bestimmt vorgegebenen Werth 
a annimmt, zu beantworten im Stande sind. Die erste Frage, ob 
y = f{x) einen bestimmten Werth annehmen kann , werden wir dahin 
specialisiren , dafs wir für den Werth a die Null wählen, denn die 
Bestimmung von Werthen x, welche der Gleichung f{x) «= a ge- 
nügen, kommt auf die Ermittelung derjenigen Werthe zurück, welche 
die ganze Function f{x) — a zu Null machen. Es ist also nachzu- 
sehen, ob jede ganze Function für gewisse Werthe des Argumentes 
verschwindet, dann nimmt sie auch jeden endlichen Werth a an. 

Es wird aber ferner zu untersuchen sein, ob die ganze Function 
f{x) eine stetig veränderliche Gröfse ist, und ob einem Continuum 
von X Werthen ein Continuum von Werthen y entspricht. 

Wir nehmen vorerst an, dafs Zahlengröfsen existiren, für welche 
fix) verschwindet — sie heifsen NuUstellen von f{x) oder Wurzeln 
der Gleichung f{x) = — und stellen die Beziehungen derselben zu 
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der ganzen Function fest; schicken aber noch folgende Definition 
voraus: Wenn sich f{x) als Product zweier ganzer Functionen von x 
darstellen läfst, so hei f st jeder Factor ein algebraischer Theüer von f(x). 

Darnach ist jede ganze Function nullten Grades Theiler jeder 
ganzen Function, denn der Quotient von f(x) und einer Constanten 
ist wieder eine ganze Function. Von diesem Theiler sehen wir ab, 
gerade wie wir bei den ganzen Zahlen den selbstverständlichen Theiler 
Eins aufser Acht gelassen , d. h. nicht als Theiler bezeichnet haben. 

Wenn die Function f{x) den Theiler ersten Grades «o^ + "i ^^" 
sitzt, verschwindet f{x) für die Wurzel der Gleichung a^x -f- «i «=* 0. 

Die letzte Gleichung hat nur eine Wurzel x^ = — —^ denn wäre 

''^o ^1 4" **! = ^ ^^^ "o^/ + «1 = ^; 
so müfste das Product «^(a;, — ^;/) verschwinden, ohne dafe ein Factor 
Null wäre. 

Bringt man a^rr + a, auf die Form «o(^ — ^i)^ ^^ ^^^ 9k\xc\k diese 
Function ein Theiler von f{x), und offenbar f(x^) = 0. 

Wenn umgekehrt die Gleichung f(x) ^^0 die Wurzel x = x^ be- 
sitzt ^ so ist f{x) durch x — a;, theilbar. 

Setzt man an Stelle der Variabein x irgend eine andere y und 
bildet die Formel 

f{^)-f{y) = ao(^"-y*)+«i(j^""'-y"-0+ — i-fln-.i(^~y), 

so ist a; — y ein Factor von f{x) — f{y)^ denn in 

läfst sich leder Ausdruck ?-^^^- auf die Form 
J x — y 

bringen, wenn nur y von x verschieden ist, was festgesetzt werden 
mag. Ertheilt man nach dieser Umgestaltung, durch welche f(x) — f{y) 
die Form (x — y)«9?i(^;y) erhält, worin fpi(x,y) eine ganze Function 
von X und y bezeichnet, y den Werth x, , so entsteht die Formel 

f{x) = {x- x^).(p,(x,x^). 

Da q)^ (Xy x^) eine ganze Function von x ist, so ist die verlangte Dar- 
stellung von f{x) als Product zweier Theiler erwiesen. 

Der Grad von (Pi{x^x^) ist der (n — 1)^* und a:*~^ hat den Coef- 
ficienten a^. Besitzt die Gleichung /'(a;) = noch eine zweite von o?, 
verschiedene Wurzel X2, so mufs in 

fix^) = {x^ — a;,).9>i (x^, x^) 
nothwendig q)^ {x^y x^) verschwinden. Dann läfst die ganze Function 
von X <Pi{x^x^) eine Zerlegung in das Product von {x — X2) und einer 
ganzen Function (P2{x, x^, x^) zu, und es wird 
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f{x) = (a; — x^) {x — x^) tp^ (x, x^ , x^ . 

Man überzeugt sich leicht, dafs ^>^{Xy x^^ x^) als Function von x vom 
(n — 2)*"'» Grade ist und die Potenz a;""~* wiederum den Coefficienten 
Qq aufweist. 

Man zeigt durch j,den Schlufs von v auf v -{- l", dafs dieser Be- 
weisgang fortzusetzen ist, d. h. angenommen, die Gleichung f{x) = 
habe v Wurzeln x^, a;2,...^v und dieser entspreche eine Darstellung 

f\Xj ^^^ \X ''~~ X*j \X'''~'Xnj ■ • • \X~'~' X^ j »^if\X f X^y ^2> * * •**'v/> 

WO g?y eine ganze Function (n — v)*®" Grades ist, in der der Coefficient 
der höchsten Potenz a^ ist, so gibt es in dem Falle einer {y + 1)*^" 
Wurzel Xy^i eine Zerlegung 

f{x) = (x — x^) {x — x^ . . . {x—x^) {x — x^i) q>v+i{Xj a?, , ÄJj, . . . a?v+i), 

WO die nach abnehmenden Potenzen geordnete ganze Function von x 
qpy^i mit dem Gliede a^ai^"^"'^^^ beginnt. 
In der That soll 

f{X^i) = (Xv^i — Xi) (Xy^i — 2) . . . (Xv^i — X^) (p^{Xy+i, X^,X2, . . .Xy) 

verschwinden, so mufs q)v(x, x^y x^y ^x^) für x^^x^j^i Null sein und 
kann darum in das Product von {x — Xv) und einer ganzen Function 
des Argumentes x 9?y+i(a;, a;,, iCj, . . . a^y+i) zerlegt werden. Das An- 
fangsglied wird das bezeichnete. 

Indem aus der Annahme, dafs die in Rede stehende Zerlegung 
von f{x) im 'Falle von v Wurzeln gilt, die gleichartige Zerlegung bei 

V -{- \ Wurzeln gefolgert werden kann, gilt dieselbe, welches auch 
die Anzahl der Wurzeln ist, denn die Darstellungen 

f{x) = {x—x;).fp^{xy a:,) = (x — o?,) {X'-x^.fp^{Xy ar^, x^) 

wurden bewiesen; nur kann nicht angenommen werden, dafs die An- 
zahl der Wurzeln einer Gleichung n*®° Grades grofser als n sei. Falls 

V = n gesetzt wird , ist 

f{x) = (X^X^) {X — X.^) . . . {X — Xn) .q>n{pO y X^, X^y . . . iC«) 

und die ganze Function q)n besitzt das Anfangsglied a^x^~-^ =^ a^xf^ 
s= Gq . Besäfse die Gleichung f{x) = noch eine von den früheren 
verschiedene Wurzel Xn^i, so müfste q)n =^ üq verschwinden und es 
entspränge eine ganze Function 

üiX^'^ + Äja;»"-* + • • • + öt»> 
die für w Werthe a?,, a^j,...^;» verschwindet. Zerlegen wir dieselbe 
in das Product 

a, (x — a?i) (x — X2) ... {x — iCn-i), 

so wird ersichtlich, dafs dieses nur für x^=Xn Null sein kann, wenn 
a^ Null ist, und die ganze Function 
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mufs nun noch für die n — 1 Werthe x^, x^y.Xn^i verschwinden. 
Es folgt wieder a2«»0, und indem mau durch den Schlufs von n auf 
n + 1 fortgeht, erfahrt man , dafs alle Coefficienten von f\x) Null 
sein müssen, wenn die Gleichung f{x) = (n + 1) Wurzeln haben 
soll. Demnach kann eine algebraische Gleichung w'*" Grades f{x) = 
nicht mehr als n Wureeln besitisen, und verschwindet eine ganze 
Function n^*'" Grades för w + 1 von einander verschiedene Werthe 
des Argumentes, so sind sämmtliche Coefficienten der Function Null 
und f{x) = ist für jeden Werth x erfüllt. 

Der zweite dieser Sätze soll eine wichtige Verwendung finden, 
indem wir zeigen, dafs die Coefficienten gleich hoher Potenzen zweier 
für beliebige Variabelnwerthe übereinstimmende ganze Functionen 
einander gleich sein müssen. 

Die beiden Functionen seien von dem n**° resp, iit^*'" Grade und 
es sei n>m, etwa n = m -}- v^ sie heifsen 

f(x) = flo^" + «1 ^"-^ + • h (^n-ix + an 

g{x) = IqX"* + b^x"^-' H 1- hn^ix+ lu . 

Dann soll der Voraussetzung gemäfs die ganze Function n^'" Grades: 
f{x) — g{x) = aoa;» + a,x* ^H |-ar-ia;»~(''~^)-f (^/,.— 6„)a;"-'' 

für beliebige also auch für (n + 1) bestimmte aber von einander ver- 
schiedene Werthe der Variabein verschwinden. Dazu mufs 

a^j = a, = • • • = ttr-i = 0, av — 6o = 0> 
a^+i — 6| = 0, . . . an — bm = 

sein und der Satz leuchtet ein. 

Ist von zwei ganzen Functionen keine von höherem als dem n^^^ 
Grade/ so kann man auch sagen: Diese Functionen sind identisch 
gleich, wenn sie für (w -f- 1) Argumentswerthe dieselben Werthe an- 
nehmen. 

Ferner besteht der Satz: Läfst sich eine ganze Function in das 
Product zweier oder mehrerer ganzer Functionen zerlegen, so ist die 
Summe der Gradzahlen der Factoren gleich dem Grade der gegebenen 
Function und die Coefficienten gleichnamiger Potenzen der ursprüng- 
lichen Function und des Productes sind gleich. 

Die unter der Voraussetzung, dafs eine Gleichung n^^" Grades 
f(^x) = n Wurzeln habe, gewonnene Darstellung der ganzen Function 
f{x) durch das Product von n Factoren ersten Grades und dem Coef- 
ficienten der höchsten Potenz a^: 



fix) = a« [J[{x - Xr) 



y=l 



kann man offenbar auch aus der Annahme ableiten, dafs jede Glei- 
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chung miudesteüs eine Wurzel besitze. Wie man aber auch die Zer- 
legung in Factoren ersten Grades ausführen mag, sie ist nur auf eine 
Weise möglich, wenn sie überhaupt existiri 
Ist nämlich auch 

w 

WO pv und q^ Constanten bezeichnen, so mufs vor Allem 

sein, uud wenn a^ nicht verschwindet, darf keine derGröfsenp, Null 
sein. Setzt man nunmehr 



f{x) = ao/[J{x - j-j, 



q 

SO verschwindet f(x) nicht blos an den Stellen — ^ (v = l,2...w), 

sondern auch an den Stellen x^,X2, . . . Xn. Diese Werthereihen müssen 
nach den früheren Sätzen übereinstimmen. 

Neunen wir Primfactor eine ganze Function ersten Grades, welche 
nur für einen Werth der Variabein verschwindet oder nur eine Nullr 
stelle hat, so können wir das dem Satze: £ine zusammengesetzte Zahl 
kann nur auf eine einzige Art in das Product von Primzahlen zerlegt 
werden , analoge Theorem für die ganze Function folgendermafsen aus- 
sprechen : 

Eine ganze Function kann höchstens auf eine Art in das Pro- 
duct von Primfactoren zerlegt werden. 

Bei dieser Zerlegung können einige Primfactoren öfter auftreten, dann 
erhält f{x) die Form 

f{x) = aoix — o;,)»' {x — x.^)"^- . . . {x — a;„i)""» , 

wo die ganzen Zahlen n^ , n.^ , . . . n,„ die Summe n besitzen. Hier heifst 
x^ eine n/rfache NuUstelle der Function fix), denn n^ Wurzeln der 
Gleichung f(x) = sind gleich x^i . 

Aus der angenommeneu Zerlegung der ganzen Function 



n 

f{x) == a^llix- Xy) 



v = l 



geht hervor, dafs man die Coefficienten der Function — fM durch 

ganze rationale Ausdrücke in den Wurzeln Xi, a;2,...^» darstellen 
kann. Die Ausführung der Multiplication und der Vergleich der Co- 
efficienten gleichnamiger Potenzen in — f{x) und / / (^ — Xy) ergibt 
die Beziehungen: 
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5 - -2" 



«0 



^^XvX^ 



»' v 



• • 






a 
-— — ^= ^ 1} X^X^ ' ' » Xfij 

a 
wo die u-fache Summe in dem Ausdruck für -'*- über alle Producte 

vou je /t verschiedeuen der n Elemente Xy^ x^^ • ^ . x^ oder wie man 
sagt über alle Combinationen ji^^^ Glasse auszudehnen isf') Die An- 
zahl solcher Verbindungen ist bekanntlich gleich: 

n (fi >- 1) (n — 2) . . . (n - ft + 1) 
1.2.3... fi 

oder, wenn man für das Product 1.2.3...9n das Zeichen m\ einführt 
(gelesen m Facultat), gleich: 

n! 

fil(n — (t)l 

Will man diese Bezeichnung auch in dem Falle benutzen , wo fi = n 
ist, so mufs man (w — n)! = 1 festsetzen. 

Man sieht jetzt, dafs eine ganze Function n^*^*^ Grades der Form 
g) {x) = a;" + «la;"""^ _[-... -j- a^^tx + a» 
unzweideutig zu bestimmen ist, wenn festgesetzt wird, dafs (p{x) die 
Nullstellen S,, ^27 -"^n besitze. Die * Coefficienten «^ sind die ange- 
gebenen Ausdrücke: 

«/i = (— l>*^Sv' 6/' . . . ivif^^ (/* = 1 , 2 . . . w). 

Sind allgemein die Werthe angegeben, welche eine ganze Func- 
tion n^^^ Grades für n -{- l bestimmte Argumentwerthe anuimmt, so 
ist die ganze Function auch vollkommen bestimmt, denn man kann 
ihre Coefficienten nach einer endlichen Anzahl von Rechnungsopera- 
tionen finden. 

In der That: sind die den Werthen iP = 5u 62; • • • 6»+i zugeord- 
neten Functionswerthe 

Vi} V27'"Vn+lf 

*) Zum Beweise wende man den Schlafs von n auf n + 1 &&• 
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so ist 

^, . _ ^ (g — li) (g; - It) . . . (g; — i^_[) (x — {^^.i) ...(x-^ g^^t) 

diejenige ganze Function n^^'^ Grades von x, welche an den bezeich- 
neten Stellen Sv die vorgegebenen Werthe ijy erhält, denn in der vor- 
stehenden Summe ist der Factor von ijy für x = ^^ gleich Eins und 
der Factor von rj^' verschwindet an dieser Stelle. 

Diese Formel heilst die Lagrange'sche Interpolationsformel. 

Diejenige ganze Function w*°" Grades, welche die n-fache Null- 
stelle a; = § besitzt und für X'=^0 den Werth iy e» (—])»» g» annimmt, 
erhält nun die Gestalt 

fix) = (x-^iy, 

sie ist die w*® Potenz eines Binoms (x — |), die wir mit Hilfe der 
obigen Ausdrücke für die Goefficienten der ganzen Function nach Po- 
tenzen von X ordnen können. 

Setzt man in diesen Ausdrücken o?] = a;2 «=»... =^n = S9 so wird 

, Da aber f{0) = a» den Werth ( — 1)*|* haben soll, ist ao =» 1. 
Bezeichnet man die Zahlencoefficienten 



-^—^ — T^ mit 1^1 oder w« , 
— f ™^* (o) ^^^^ ^^*^' 

SO wird 

{X - §)» = («) x' - {^^ la;-' + {^\ l^x«-« 

+ (-!>'();) S"*"-" + ••• + (-!)" (") S» 
und nach Vertauschung von 5 niit — | entsteht die B'ormel 
(* + !)• = («) a^'H- («)|a;-' + (»)s*a?-«+ . • • 

Mit Hilfe dieser Darstellung der w**'" Potenz eines Binoms oder des 
sogenannten binomischen Lehrsatzes, den man unabhängig von der 

*) Für die zufolge ihrer Definition durch 

n (n — 1) . . . (n — f* -f 1) 



1.2...fi 
das einfache Gesetz 

gilt- 
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Zerleguug der ganzen Function in ein Product von Primfactoren durch 
den Schlufs von n auf w *+ 1 beweisen kann, wollen wir jetzt den 
Werth von f{X"{- h) bestimmen, wenn 

f{x) = a^x"" + a^r"-^ + ••• + «» 
gegeben ist. 

Es wird offenbar: 

fix + Ä) =2^. |a;«-^ + (^ 7 '')a;— -1 A -\ 



v= Ü 



+('';->-'»'+-+Ci:)H 

und wenn man die Summe nach Potenzen von x ordnet: 

mm 

' fix + h) =^x' |(;)aoÄ— + ("7 ^)a,ft''-'-» + • 



v=0 



Wir schreiben den Coefficienten von od*' in der entwickelten Form: 

-Jj-|«(w-l)--(n— i/+l)ao/*»-''+(w-~l)(w -2)..(m - v)a,Ä''-*-^-f •• , 
+ (n — ft)(n — ft — 1) • • • (w — fi —i/ + l)a^ /*»-»'-'*+ • • ■ 

bezeichnen diese ganze Function von h mit -,- f^^^ (h) und bemerken, 

dafs f^''^{h) aus der Function 
/•(--i)(A) = w (» — 1) . . . (w - 1/ + 2) ao /*--"+* 

+ (n — 1) (n — 2) . . . (w — f + 1) a, Ä»-»' H 

+ (n — /x)(n-/x+l)...(w-^ — v + 2)a^A'-''-'"+» + • • • 

+ Vlan-vh + (V — 1)! Un-v-l 

hervorgeht, wenn mau an Stelle jeder Potenz h"* mh""-^ und an Stelle 
von Äq Null setzt. 

Man nennt f^'^^ih) die v*« Ableitung der Function f{h), indem auch 
die erste dieser Functionen 

f{i)(h) = waoÄ«-i + (n — 1) a,Ä»-2 H 1- 20,-2^ + a,-i 

nach derselben Regel aus f{h) entspringt. 

Die v^« Ableitung ist offenbar die ft*« von f^*^^^{h), und die 
(n -j- 1)*® und jede folgende Ableitung der ganzen Function n*"" Gra- 
des f{Ji) ist Null, denn es gilt die Formel: 

/•(«)(Ä) = w!ao. 
Führt man die neu definirten Functionen in den letzten Ausdruck für 
f{x -|- 70 ein, so erhält man die Darstellung 
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f{x + h) = /(Ä)+/-(i)(Ä)^+/x«)(Ä)fJ + • • • + /-(-'(A) • J" 
oder nach Vertauschung der Buchstaben x uud h 

Setzt man an Stelle von x den Werth x^, für h den Werth x — Xy 
ein, so folgt die Formel 

die ersichtlich macht, dafs eine ganze Function n^^" Grades auch voll- 
kommen bestimmt ist^ sobald man ihren Werth und den ihrer n Ab- 
leitungen f^^\x) an einer Stelle x^ kennt. 

Beachtet man, dafs eine ganze Function n^^° Grades ohne ein 
von X freies Glied 

g{x) = Un-iX + an^2X- H + «0^ 

in der Umgebung der Stelle x=0 stetig veränderlich ist^ indem nach 
Fixiruug einer positiven Gröfse a, die gröfser ist als jeder der abso- 
luten Beträge |a^|, i i^i«+i 

\g{x)\<a\x\ '^_}^l^ 

wird und nun nach Annahme einer« beliebig kleinen positiven Gröfse 
d eine Grofse q so bestimmt werden kann, dafs für jede Stelle der 
durch die Bedingung {2;| < p definirten Umgebung von Null, 

so erhellt leicht, dafs eine beliebige ganze Function f{x) in der Um- 
gebung jeder endlichen Stelle x^ stetig ist. 

Man kann nämlich nach Angabe einer Orofse 8 eine Umgebung 
Q dieser Stelle so finden, dafs der absolute Betrag 

I fix) -fix,) I = I fW(x,) ^' + f<^\x,) (^=f^ + . . ■ + /(-)(a:,) ^-^ 

für jede Stelle x dieser Umgebung kleiner wird als d. Dazu ist nur 
nothwendig, dafs man eine positive Gröfse a angeben kann, die gröfser 
ist als jeder der absoluten Beträge |/'^^^(^])|, und das wird wieder mög- 
lich sein, wenn keiner der Coefficienten a^ von f(x) und \x^\ nicht 
unendlich ist. 

DarncLch ist die ganze Fundion (mit endlichen Coefficienten) an 
jeder Stelle des endlichen Bereiches der Variabein und auch in dem 
gangen endlichen Bereiche stetig, 

Weihi damit auch festgestelit ist, dafs die ganze Function in hin- 
reichend kleiner Umgebung einer Stelle x^ nur Werthe annimmt, deren 
paarweis gebildete Difierenz dem absoluten Betrage nach beliebig klein 
ist, so wissen wir noch nicht, ob die Jb\inction continuirlich ist, d.h. 
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es ist noch nicht nachgewiesen, dafs y = f{x) jeden Werth, der in 
der nächsten Umgebung einer Stelle yi=f{x{) liegt, bei unendlich 
kleinen Änderungen der Variabein annimmt. — 

Um der Frage nach der Gontinuitat näher zu kommen, wollen 
wir uns vorerst über die Frage nach den Nullstellen der ganzen Func- 
tion Orientiren und stellen zunächst die folgenden Betrachtungen an: 

Es bestehen die Sätze :'*') 

1) Für den absoluten Betrag Ja: | « | kann man einen Werth r 
so angeben y dafs für alle der Bedingung |a;{ ^r genügenden Werthe 
der Yariabeln der absolute Betrag einer ganzen Function f(x) grofser 
wird als eine vorgegebene Grofse g. Es sei 

f(jr) — GqX"" + a^it*-^ + ••• + «« 

= aoa:«(l + -^i-+-^-V+--+ " 4)' 
dann wird 

|/-(^)|<;K.r-|.|i + ^i- + . .. + -----; 

Bezeichnet man den gröfsten Werth unter den absoluten Beträgen 

-^ mit a, so liegt der absolute Betrag von f{x) für diejenigen x 
Werthe, deren Betrag |3!;| «=| iat, wegen der Ungleichung 

zwischen den Grofsen: 

l«otS'(l-|-!.l) und l«olKl + |^)- 

Macht man hierauf . ^ dadurch kleiner oder gleich der beliebig klei- 
nen positiven Gröfse d, dafs man 

l-^l = 5 > -^ 

setzt, so liegt der besagte absolute Betrag von f(x) zwischen den 
Werthen 

|ao|5"(l-*) und |ao||«(l + *). 
Wählt man schliefslich |a;| =r noch der Bedingung 

entsprechend, so wird \f{x)\ für alle a;, deren Betrag |a;| ^ r ist, auch 
grofser als g. 

2) Für ein Xj dessen absoluter Betrag grofser ist als jede angeb- 
bare Grofse, wird femer \f{x)\ wegen der Ungleichung 

|/-(a:)|>|a„||a:-|(l-<J) 
unendlich grofs. 

*) Vergl. Serret, Höhere Algebra Bd. 1. 
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3) Es leuchtet auch ein^ dafs man der Variabeln x stets Werthe 
geben kann, für die der absolute Betrag desjenigen Gliedes der gan- 
zen Function y welches die höchste Potenz von x enthält, den abso- 
luten Betrag der Summe der übrigen Glieder übertrijBft. 

4) Ist andrerseits eine an der Stelle a;«=0 verschwindende ganze 
Function gegeben 

g(x) = a^a^ + a,ic~-* + • {-OmX' 



= am af-(l + ^x + '"+ 1' a?»— ) , 

^ m TU / 



so kann man solche Variabelnwerthe x finden, dals der absolute Be- 
trag des Gliedes üm^ mit der niedrigsten Potenz grofser wird als der 
absolute Betrag der Summe der übrigen Glieder. 



Bezeichnet nämlich a den gröfsten unter den Werthen 
ist für jeden Werth |a;| < 1 



a. 



a 



m 



so 



«m-l^ 



a. 



tn 



+ 



a. 



m—2 



a. 



m 



■ ■J^ • • • ^*T** 



UqX 



n — m 



a. 



m 



< 



et \X 



l — hc 



Bedeutet dann d eine beliebig kleine Gröfse und wählt man 

9 



\^\< 



a + d' 



1— la;' ^ 



so wird 



und nun liegt |^(^)| zwischen den Wertben 

\amaf^\{l^d) und |a„.a;™| (1 + <J), 

woraus die genannte Behauptung hervorgeht. 

5) Dem ersten Satze steht der folgende gegenüber: Ist f{x) eine 
ganze Function, deren absoluter Betrag nicht verschwindet , wenn man 
X den bestimmten Werth x^ beilegt , so kann man in beliebig kleiner 
Umgebung von x^ Stellen x = x^ -{- h ermitteln , so dafs 

\f(.xi + h)\<\ax^)\.*) 



Jus war 



nx,-i-h)^fix,)i-nx,)\ + • • • + /-'-Ka:,) ^ 



doch der Allgemeinheit wegen setzen wir fest^ dafs einige der Ablei- 
tungen von f(x) und zwar die ersten v — 1 verschwinden^ dann ist 

m + A) = /"(^i) + /■'"(*.) vf + • • • + /"«"K^,) ^ 

und hierin fix^) von Null verschieden, da \f{x)\ nicht verschwinden 
sollte , wenn x ^= x^ gesetzt wird. 



*) Serret 1. c. § 43. 
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Bezeicboet man die endlichen Grofsen: 

J\ f(x^ ™'t <<.. = «/. + »/*/. (/t = v, v+ 1, ...n), 
so entsteht die Formel 

nxj + h) 

/■(*l) 

und daneben ist: 
f(x,+h) 



= 1 + («, + iß^) *"+••• + («. + i/J.)Ä" 



Es fragt sich nur, ob man h so wählen kann, dafs die rechte Seite 
kleiner als 1 wird. In dem Falle eines negativen a^ kann man gewifs 
einen positiven reellen Werth von h finden, so dafs in 

der absolute Betrag des negativen Gliedes 2aph* den der Summe aller 
übrigen unter dem Wurzelzeichen stehenden Glieder, welche h Po- 
tenzen enthalten, übertrifFb, und dann wird in der That 

In den Fällen 

«* > 0; a^= 0, ß^ > 0; a, = 0, ß^ < 0, 

läfst sich der aufgestellte Satz beweisen, wenn man der Reihe nach Grofsen 
h von beliebig kleinem absoluten Betrage finden kann , für die h^ reell 
und negativ, oder A* rein imaginär und positiv respective negativ aus- 
fällt, denn dann sind wir auf den schon behandelten Fall zurück- 
geführt. *) 

Versteht man unter @ eine positive reelle Grofse und setzt 

so mufs man nunmehr fragen, ob man Grofsen k angeben kann, für 

welche 

Jcv = — i oder k^ = i oder i*" = — i 

ist. Ist V zunächst eine ungerade Zahl 2(i -^ l, so sind 

-1, (-lyi, i-iy{-i) 

Zahlengrofsen der verlangten Art; ist aber i/eine gerade Zahl 2*(2/ti-f-l)i 
so suche man in den Gleichungen 

(fc8«)2M+i = — l,i, -i 

erst Werthe für k'^", deren (2/t-f-l)*« Potenz gleich — 1, t, — i sind. 
Solche Werthe a haben wir eben angegeben, und es handelt sich nur 
mehr um eine x-malige Wiederholung der Aufgabe , aus einer Gröfse 
a die zweite Wurzel zu ziehen, denn ist 



*) Diesen Vorgang benützt Weierstrafs in seinen Vorlesungen. 



2 
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Tz^* = a, so wird J«*""' = /ä, i«'-* = /^ usw. 

Die Bestimnmng einer Gröfse p '\- ig,j deren zweite Potenz gleich a 
s» a -|- i/3 ist, macht aber keine Schwierigkeit^ denn die Gleichung 

a + i/J = (jp + iqf 

erfordert nur die Ermittlung zweier reeller Gröfsen p und q aus den 

Gleichungen 

p^ — q^ = a, 2pq = ß 

oder den Gleichungen: 

Es wird somit: ^ 

und wir erkennen, dafs die speciellen Gleichungen X^«» — 1, i^ —i 
stets Wurzeln besitzen. 

Jetzt aber lassen sich in allen möglichen Fällen Werthe {x^ -f~ ^) 
finden, f&r die 

\f(^i-i-h)\<\rix,)\, 

und offenbar auch Werthe in beliebig kleiner Umgebung von x^ , denn 
man kann die Gröfse S beliebig klein wählen. 

Nach dem ersten Satze wird der absolute Betrag einer ganzen 
Function f(x) für alle einer Bedingung |ic| ^t* genügenden Werthe 
grofser als eine voi^egebene Gröfse g^ und nach dem letzten Theorem 
kann man von jeder die Umgebung r der Stelle o; = begrenzenden 
Stelle derart in das Innere dieses Bereiches fortschreiten, dafs \f{x)\ 
immer kleiner und kleiner wird. Der absolute Betrag \f{x)\ kann 
nicht unter den Werth Null herabsinken, kann aber der Null beliebig 
nahe kommen. Wenn \f{x)\ die untere Grenze erreicht, dann besitzt 
die ganze Function f{x) eine Nullstelle und die Gleichung f(jx) = 
hat eine Wurzel. 

Konnten wir nun zeigen, dais 

\f(=^)\ =- 1/(1 + iv)\ -= l<p(S, V) + iHi,n)\ 

eine von den reellen Variabeln | und ij abhängige stetig veränderliche 
Gröfse ist , oder könnten wir die Stetigkeit einer durch die Gleichung 

definirten Gröfse e beweisen, dann müfste \f{x)\ innerhalb des durch 
die Bedingung |:r|<r definirten Bereiches die untere Grenze Null für 
ein Werthepaar ($,17) erreichen, und jede ganze Function hat dann 
eine Nullstelle. 

Wir kommen also auf ein neues Problem, dessen Erledigung wir 
besser verschieben, weil wir später die Existenz der Nullstelle und die 

Biermann, Fonetionentheorie. 7 
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Continuitat der ganzen Function sehr einfach erkennen werden. Es 
mag hier nur noch hervorgehoben werden, dafs man zum Beweise der 
Existenz der Wurzel einer algebraischen Gleichung f{pc) = auch schon 
an dieser Stelle nach einem Verfahren forschen konnte, durch welches 
man eine Werthereihe 

^(W+ii^w (v — 1,2/3...) 

mit der Grenzstelle rt;' <» S' -^ ii^' so bestimmt, dafs die zugehörigen 
Functionswerthe mit den absoluten Beträgen: 

eine Elementarreihe constituiren, denn dann würde dem Grenzwerthe 
6' + in' ein Werth 

zugehoren und weil hierin ^ {i\ vi') und tj) {i,\ rj') einzeln verschwinden 
müfsten, wäre auch 

nr + W) = 9 (r, vi + »*(S', v') = 0, 

und das Verfahren hätte eine Wurzel a;' ■= 6 ' + *^' geliefert*) 

§ 19. Gröfster gemeinsamer Theiler zweier ganaer Functionen 

einer Variabein. 

Nachdem wir in der Zerlegung ganzer Zahlen und ganzer Func- 
tionen eine auffallende Übereinstimmung gefunden haben, liegt es 
nahe, die Verwandtschaft der Theorie der ganzen Functionen mit der 
der ganzen Zahlen näher zu verfolgen und vor Allem die Bestimmung 
des grofsten gemeinsamen Theilers zweier Functionen vom n^'^ und 
^ten (jrade vorzunehmen, d.h. denjenigen algebraischen Theiler zweier 
Functionen zu suchen, welcher den höchsten Grad besitzt. 

Lassen die gegebenen Functionen f{x) und g(x) die Darstellun- 
gen zu: 

f(x) = ao (a; — a;,)»^ {x — x^)"^ ,,, {x — a;^)V 

9 (^) = ^0 (^ — ^1')'"* (^ — ^2')"^ . . . (a; — x'fn) 



j \»iy 



wo ^nj^' = w und ^nty' = m ist, und sind etwa a?«, Xß . . ,Xx ge- 

meinsame Nullstellen und Va, Vßy.,.Vn die kleineren der zugehörigen 
Exponenten n«, np^. , .n» resp. ma^ m^, . . . m«, so ist offenbar 

{x — Xa)"^ {x — XßY^ . . . (a? — a?«)"* 
der gröfste gemeinsame Theiler von f{x) und g{x). 



*) Man sehe Lipschitz* Verfahren in seinem Lehrbuche der AnalysiB nach. 
Dort sind allerdings die trigonometrischen Functionen benützt, denen wir hier 
bei der Beproduction des Gauchy*schen Beweises ausgewichen sind. 
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Es ist leicht; eine nothtoendige und hinreichende Bedingung für die 
Existenz einer gemeinsamen NuUsteUe zweier Functionen: 

f{x) = «0^* + «i^-* + ' ' ' + an 

g{x) = 60^"* + 61^'*""' -\ h *m 

aufzustellen. 

Es seien x^yX^y . . -Xn die Wurzeln der Gleichung f{x) = 0, dann 

sind durch diese x Werthe die folgenden m Gleichungen 

f[x)^0, xf{x) = 0,...ai^^f{x)==>0 

gleichzeitig erfüllt und o£Fenbar auch die n Gleichungen 

g{x) — y = 0, xg{x) — rcy = 0, . . . xi^-^g^x) — a^-^y = 0, 
wenn hierin x und y der Eeihe nach die Werthe x,,x,,,.. Xn resp. 
9 (a;,), g{x2)y . . . ^ (Xn) erhalten. 

Fafst man die (m -|- n) genannten Gleichungen als linear in den 
{m + w) Potenzen x", a;*, . . . flj"»+"~^ auf, so wird die Determinante 
dieses Gleichungssystems 

^0^ ö| , . . . (tm—iy dm f ö^in-f-i, . . . ^n— 19 ^n f ^ j . . . U 

U , öo, . . . dm— 2^ ^m— 1? Clm ; • • • ^i»— 2» ^n— 1 > dn , . . . 

U ; U , . . , CIq , flj , (^2 » • • • an—my ^j»— m+1 > On—mr^iy • • • Ön 
6o, &! ? • • • hm-l, fem— y, ,' . . . ,0 ,0 , . . . 

, 6o » • • • fe»n~2 , 6m-l , fem— y .-.0 ,0 ,0 ,...0 

• • ■••• • • • • • ■••• • • • • • • «••• 

, , ... ,0 ,0 , . . . 6o , fe, , fej , . .fem-~y 

jedesmal Null ; wenn man y einen der angegebenen Werthe ertheilt. 

Die Determinante selbst ist eine ganze Function n^^** Grades von 
y mit den Nullstellen yv=g{x<p) (i/«sl,2. . .n). Denken wir die De- 
terminante 0{y) nach Potenzen von y geordnet^ so ist das letzte von 
y freie Glied gleich dem Producte von 

{-iy.g(Xi)g(x^)...g{xn) 

und dem Coefficienten von y" d. i. ( — IJ^dQ^, Dasselbe Product kann 
man auch gewinnen ^ indem man in der Determinante y Null setzt, 
wobei eine neue Determinante R entsteht. Aus der Beziehung 

«o"* 9{^l) 9{^2) • • '9(^n) = B 

schliefst man aber, dafs die Determinante R verschwinden mufs; wenn 
die ganze Function g{x) für eine Nullstelle Yonf{x) Null werden soll. 
Ist umgekehrt R «^0, so besitzen die Gleichungen f(x) «» und 
g{x') ==^0 eine gemeinsame Wurzel, denn 12 ist die Determinante der 
(m + w) Gleichungen 

f^O, xf=0,.^.X^-'^f=0 

g '^O, xg = Oy.. . T^^g «= 

7* 
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mit denselben Unbekannten aj®, x\ ... a?H-*»-i und diese Gleichungen 
können nicht (wie es jß = verlangt) gleichzeitig d. h. für dieselben 
Werthe a?^ x\ ... . fl5"H-»-i bestehen ^ wenn f und g keine Nullstelle ge- 
mein haben. 

Daher ist JB «» die nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs f(x) und g(x) mindestens einen gemeinsamen algebraischen 
Theiler ersten Grades besitzen. 

Die ganze Function H der Coefficienten der gegebenen Functionen 
heifst die BesuUante von f und g. 

Tritt an Stelle der Function g (x) die erste Ableitung von f(x) 
f'{x), so heifst die zu / und f gehörige Determinante R die Discri- 
minante von f{x) und deren Verschwinden besagt^ dafs f{x) eine zwei- 
fache Nullstelle besitzt, denn die oben gewonnene ^ von der Existenz 
der Nullstellen unabhäugige Darstellung der ganzen Function 

f{x) =. / («,) +r'\x,) *p'? +/-<«)(x) ^5=p^* + • • • + /'"K^,) --'^ 

lälst erkennen, dals f{x) im Falle des gleichzeitigen Verschwindens 
von f{Xy) und ß^^{x^) durch {x — x^y theilbar ist 

Das analytische Äquivalent dafür, dafs f{x) eine f fache Nullstelle 
a; SS 0^1 besitzt, besteht in dem Verschwinden von 

/(«?,), /<"(a^i),-.. /•<"'(».) 

und umgekehrt wird x^ uuter diesen Bedingungen eine i/ fache Null- 
stelle von f{x) sein. 

§ 20. Fortsetsung. 

Den gröfsten gemeinsamen Theiler zweier ganzer Functionen fn 
und gm, wo die Indices nun immer die Gradzahlen anzeigen sollen, 
können wir noch durch ein Divisionsverfahren ermitteln. 

Wir bemerken, dafs man zwei gegebenen Functionen f^ und g^ 
(wo n^m sei) stets zwei ganze Functionen vom (n — m)*®" und nie- 
drigerem als dem m^^° Grade Pn-^ und g^-i so zuordnen kann, dafs 

wird. *) Bildet man nämlich 

Kfn -ao ixf*^ gm — Co<'):r«-i+c,(^)a;— 2 H h ci'li = «,-i 

hqn^i-c^^'^x-'-^^gm = c,(^)s^'^+c^(')x-^+ ... + ^1^2 = ?«-2 

Kqm-c,i''-"^^gm = c,^^-^'^a^-' + c,^-'-^+')ar^^ + ''' + (^zr'^'^=qr^i 
und multiplicirt diese (n — m -4- 1) Gleichungen der Reihe nach mit 



*) Vergl. Weierstrafs: Einige auf die Theorie der analytischen Fanctionen 
mehrerer Yerftnderlichen sich beziehfnde Sätze (in den Abhandlangen aus der 
Functionenlehre S. 117). 
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und addirt dann alle^ so folgt: 

oder wenn man die Elammergrörse mit pn^m bezeichnet, die oben an- 
geschriebene Gleichung. 

Soll fn durch g^ theilbar sein, so mufs q^-i identisch verschwinden^ 
und das tritt ein ^ wenn die aus den Coefficieuten von fn uud g^ durch 
die ersten drei Bechnungsoperationen zusammengesetzten m ganzen 
Ausdrücke 

alle Null sind. 

Es kann nicht mehr als ein Paar Functionen p und q der ver- 
langten Art geben. Denn wäre sowohl 

als auch 
so iflüfste 

sein und diese Identität erfordert; dafs die ganze Function (m — ly^ 
Grades öm-i — ffm-i einen Theiler w**° Grades gm besitze. Das geht 
nicht an, folglich mufs 

sein. Weil nunmehr gm{Pn-m —^Pn^m) für jeden Werth der Yariabeln 
verschwinden soll , schliefsen wir auch auf das identische Verschwinden 
von Pn-m — Pn-m odcr die identische Übereinstimmung von Pn-m und 
Pn-my uud damit ist der -Beweis geliefert 

Sollte in der früheren Folge von Gleichungen j^-i nicht identisch 
verschwinden, so bilde man neben 

oder wie wir bequemer schreiben: 

indem wir den Factor 6»»~»-i in jp«-«, und j^-i aufnehmen, die Glei* 
chungen, 

gm = 2m-l |>/^> + 4m-2 , 



wo für die neu eintretenden Functionen q stets der gröfstmogliche 
Grad angenommen ist« Das nicht weiter zu erläuternde Verfahren 
führt nothwendig auf einen gemeinsamen Theiler j^^i von f^ und g„^ , 






J 
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der für ft es 1 in eine Constante übergeht; und zwar ist j^-i der 
gröfste gemeinsame Theiler der gegebenen Functionen, weil jeder 
Theiler von /» und g^ in g^^i enthalten sein muTs. 

Ist g^_i eine Constante, so nennt man f und gm Functionen ohne 
gemeinsamen Theiler und deren Resultante E ist von Null verschieden. 

Wenn umgekehrt /*« und gm keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 
ist Qf^^i eine Constante und dann läist sich der Quotient von /*« und 
gm in der Form eines Kettenbruches anschreiben*): 

fn _^ ,1 



»» ^'^ ' p,"> + 



p/*' + • • . + 



p,(m-l) + 



p,«») 



Bildet man die Brficbe, welche durch Vereinigung von pn-m und 
den ersten v Gliedern der Kette entstehen, d. h. 

Zgjx) Pn-m Z,{X) _ , _l P^Pn-m+} 

J?«(^_« J.JL , p.'"Z, + ^, 

Pi 
usw. und durch den Schlufs von v — 1 auf v: 



«) I 

+ (») 






PC 

Z (x) f 
und endlich J". . = — , so erfüllen zwei aufeinander folgende Brüche 

die durch denselben Schlufs leicht zu verificirende Beziehung: 

und speciell ist 
Setzt man 

WO die Indices offenbar gerade wieder die Gradzahlen dieser Functionen 
anzeigen, so wird 

1) Wenn also fn und gm keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so 
gibt es stets zwei bestimmte ganze Functionen des (» — 1)'«* und (m — 1)'*^* 
Grades 9«_i und tm-i > welche die Gleichung: 

9»-l 9m + tm-i fn^' ^ («) 

identisch erfüllen. 

*) Vergleiche Lipschitz 1. c. 

♦*) Ich schreibe ausführlich — t\ 
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2) Dann aber gibt es auch zwei ganze Functionen On+k-i und 
^ro+*-i, welche det Gleichung: 

*„+*-! gm + ?P'm+*^l fn = ®k 

genügen, denn dazu hat man in der mit Sk multiplicirten Gleichung 
(a) nur 

ZU setzen. 

Bildet man hingegen 

und bezeichnet gm^k und jT^^jb mit 6^m+Jk und F^^jt, so sind diese 
Functionen mit dem gemeinsamen Theiler &t zwei Functionen 97«-.! 
and ifftn-i derart zugeordnet , dafs 

wird. 

3) Daraus schlielst man, dafs man in dem Falle, wo gm und fn 
einen gemeinsamen Theiler ¥^'^ Grades @k besitzen , zwei ganze Functio- 
nen q>n-k-i und ^,ft~A-i bestimmen kann, welche die Gleichung: 

ffn^-k^l gm + ^m-t-1 fn = ®k 

erfüllen; für zwei derartige Functionen existirt aber auch eine Glei- 
chung 

9>n''k gm + tm-kfn = , 

denn es mufs ja einmal 

fn = 9»-*®* , gn = — tm^k^k 

sein; niemals aber ist eine Gleichung der Gestalt 

(pn-k-igm + ^m-t-l fn = @k-n (x «= 1, 2, . . . fc) 

möglich. In der That setzt man 

so existirt für diese Functionen ohne gemeinsamen Theiler eine und 
und nur eine Gleichung der Form: 

mit der die obige nicht vereinbar ist 

4) Gesteht eine Gleichung: 

(Pn^kgm + ^m-* /» *= , 

aber niemals eine Gleichung der Gestalt: 

SO halen fn und gm einen gröfsten gemeinsamen Theiler ¥^ Grades. 
Setzten wir voraus, dafs 

fn = (Pn^k &k + 9»-*-i 

gm^^ — tr^k&k — ^i^;t-l 
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wäre, so ergäbe sich nach Multiplication dieser Gleichungen mit ^„.jt 
resp. q>n-k und dann folgender Addition die Beziehung: • 

doch darum würde die Summe: 

(fi-k-l gm + ^^-4-1 /*« = . 

Eine solche Gleichung sollte aber nicht existireU; folglich ist die An- 
nahme unrichtig und fn und gm besitzen den Theiler 9^, aber gewifs 
keinen Theiler höheren Grades, denn dann müfste eine Gleichung der 
ausgeschlossenen Art bestehen. 

Das analytische Äquivalent dafür , dafs f{x) den Theiler 9« » be- 
sitzt, lag in dem Verschwinden von tn ganzen Ausdrücken c^«-"»+i) in 
den Coefficienten von fn und gm . Ebenso müssen k ganze Functionen 
dieser Coefficienten verschwinden , wenn fn und g^ einen gemeinsamen 
Theiler h^^'^ Grades haben sollen, denn damit in der Folge von Gleich- 
ungen auf 8. 101 g^_i vom Grade Je wird, mufs diese Folge mit der 
Gleichung . 

abbrechen und hierin die ganze Function (k — 1)^°<* Grades qk^i mit 
k Coefficienten identisch Null sein.*) 

Mit Hilfe der hier abgeleiteten Sätze lassen sich die für die ganzen 
Zahlen aufgestellten Theoreme über die Theilbarkeit auf die ganzen 
l^\mctionen übertragen. 

1) Sind fn und g„t ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler 
und ist k eine beliebige dritte Function, so ist jeder gemein- 
same Theiler von fnk und g^ auch Theiler von k. 

Es ist nämlich 

gm(Pn-l +fntm--l = 1 
gmg>n^lk -f fnk . *m-l = * 

und jeder Theiler von fnk und g^ ist Theiler der links stehenden 
Summe, er mufs daher auch in k allein vorkommen. 

2) Das Product zweier Functionen fn und k^ von denen keine durch 
gm theilbar ist, kann kein Vielfaches von gm sein. 

3) Sind fn und gm Functionen ohne gemeinsamen Theiler^ ist aber 
gm ein Theiler von /«i;, so mufs k durch gm theilbar sein. 

4) Besitzen fn und gm keinen gemeinsamen Theiler, so ist jedes 
gemeinsame Vielfache dieser Functionen von der Form fngmkj 
ist aber f^ = tp®^ g^^ss i^® und haben tp imd ^ keinen Theiler 
gemein, so erhält jedes Vielfache von fn und gm die Gestalt 
q>^@ky und qp^@ ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache. 

Die Vielfachen von fn und gm besitzen nämlich die Gestalt fnP 

*) Weierstrafs 1. c. S. 121. 
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uud ^mS> und wenn hier fnP durch g^, g^q durch fn th eilbar sein soll, 
mufs nach dem ersten Satze p ^^ gm^\f Q '^^ fn^z ^^^^ ^^^ ^^ gemein- 
same Vielfache von fn und g^ erhält die Gestalt fngmk* 

Damit ferner die Vielfachen von (p® und ^6^ z. B. q>0p und 
i)Sq durch einander theilbar sind, mufs wieder p^^tph^^ q = g)Jc^ 
werden, und das gemeinsame Vielfache nimmt die Form ip^Sh an. — 

Ein weiteres Resultat dieser Untersuchungen besteht darin, dafs 

wir, ohne den Existenzbeweis der Nullstellen einer ganzen Function 

und den Beweis für die Darstellung jeder Function f{x) durch ein 

Product von Primfactoren erbracht zu haben , Zähler und Nenner eines 

f 
Quotienten ganzer Functionen — stets von den gemeinsamen Prim- 

factoren und Theilern befreien können. Der Quotient von f^^^>0 und 
g„^=^^® hat überall dort, wo @ von Null verschieden ist, den Werth, 

welchen der Quotient ^ angibt. Ist ^ an einer Stelle x^ Null^ so 

setzt man als Werth des Quotienten 

Fix) =. 4*^ , 

für j; «= a?j , ebenfalls den Werth ^f^ , wenngleich man aus der 

Relation 

f^ — gtp^O 

diesen Schlufs nicht ziehen kann, weil f und g Null sind. Doch 
diese Festsetzung ist darin begründet, dafs der Quotient F(x) nach 

einem bestimmten Werthe und zwar nach ^J^]- convergirt, wenn man 
X nach der Nullstelle von ®{x) führt. 



§ 21. Gkmze rationale Functionen mehrerer unabhängiger Variabein. 

Es ist auch nothwendig, die ganzen Functionen mehrerer von 
einander unabhängiger Variabein Xy, x^, , , .Xni 

zu betrachten. 

Ordnet man diese Function nach fallenden Potenzen einer Va- 
riabein, z. B. a?j, so entsteht ein Ausdruck 

»o^i"' + «1 ^i"*"^ H ha»!» 

in welchem die Coefficienten a^, a^, . . .a,,, Functionen der übrigen 
{n — 1) Variabein sind. Jede dieser Functionen denke man etwa nach 
X2 geordnet: 

ap = a^^ax^^^''^ + a^, la^j*»^"^-* H h öt». n,w (i; — 0, 1 , . - • w,), 
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und wiederum sind a,,^ ganze Functionen von. 0^3; x^, -- -Xn] so fahre 
man fort. 

Wenn in f{Xi , a?2 . . . a;«) a?! in der Wj*^" , X2 in der tij**^" , Xn in 
der »n**° Potenz vorkommt und man gibt dann iCv (v = 1 , 2 . . . w) die 
fiy -{- l verschiedenen Werthe: 

und setzt voraus, dafs f für jede Werthecombination 

^1 "™ bl, a», 3?2 = 52,0,, • • • • ^1» = bn, a^ 

verschwindet, wo «^ irgend einen der Werthe 1,2, . . .w^ + 1 be- 
zeichnet , so müssen sämmtliche Constanten in. f{x^J x^ - . ^ Xn) Null 
sein, d. h. f verschwindet identisch, was für ein Werthesystem 

• 5/| = b 9 '^2 ^™ «2 J • • • ^« "'^ bn 

man auch wählen mag. 

Gibt man den Variabeln a^j, x^, - - -Xn irgend feste der vorgelegten 
Werthe, so verschwindet die ganze Function /"noch für w^ + 1 Werthe 
von x^ und das ist nur möglich, wenn sämmtliche Constanten 

ü/Qy üi . , . . dm 
Null sind. Da man denselben Schlufs ziehen mufs, welche der Werthe- 
combiuationen für X2, x^, . . .^n S'Uch verwendet werden, so müssen 
in jeder ganzen Function üq, a, , . , . a^ von ajj, x^. , .Xn alle Coeffi- 
cienten verschwinden und dann ist f identisch NuIL 

Eine ganze Function f{x^ y x^, . . . a;„) vom n^f^ Grade in 

Xy (v = 1 , 2 . . . w) 

wird demnach für jedes Wertliesystem {x^, x^, . . . x«) Null, wenn sie 
für die 

* (n, + 1) (n^ + 1) ... (w„ + 1) 

Conibinationen am w, + ^ Werthen für a;, , Wj + 1 Werthen für x^, 
und Wn + 1 WertJien für Xn verschwindet. 

Wenn jede ganze Function einer Variabeln Nullstellen hat, leuchtet 
ein, dafs eine ganze Function mehrerer Variabeln unendlich viele Null- 
stellen dp §2> * ' -in) besitzen wird, doch unter diesen können nicht alle 
aus Wr-f-1 Werthen für a:, (v=l, 2 . . . w) gewonnenen Combiuationen 
vorkommen, sonst wäre die ganze Function an jeder Stelle Null.*) 

Zwei ganze Functionen, von denen keine x^ in höherem als dem 



*) In jeder Umgebung einer Nullstelle der ganzen Function liegen schon un- 
endlich viele andere Nullstellen, doch die Gesammtheit constituirt nur ein Gon- 
tinuum von (2n — 2)-facher Ausdehnung, indem man (n — 1) der Variabeln 
Xii x^j • • • ^n beliebige Werthe geben kann und die Werthe der n^^ nur in end- 
licher Anzahl vorhanden sein können, wenn die ganze Function nicht identisch 
Null werden soll. Andernfalls gäbe es nämlich eine Häufungsstelle {x), in deren 
Umgebungen unendlich viele Werthesysteme {x') liegen, für die die Function 
verschwindet. 
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n^ten Grade enthält, werden nun offenbar in den Coeffieienten gleich- 
namiger Glieder x^^^x^^ > - -Xn'^n übereinstimmen, wenn sie für alle 
Werthesyateme (x, , ajj, ... a?n), die man aus 

a?v = Sr, 1, 6v, 2 , ... 6r, n^H- 1 (^ = 1 , 2. . . W) 

zusammensetzen kann, dieselben Werthe annehmen. 

Auf diesem Satze beruht die Verallgemeinerung der Lagrange- 
schen Formel, die wieder anzeigt, wie eine ganze Function 

aus den Werthen zusammengesetzt ist, welche sie an 

(n, + 1)K+1) .... (W. + 1) 
Stellen der in Rede stehenden Art annimmt. 

Der arithmetische Bau der Formel für /*(^i > ^2 • • • ^») ^^^ nicht 
schwer zu beurtbeilen , wenn man nur die Lagrange'sche Formel wieder- 
holt anwendet. Zunächst ist: 

J\X^ } X^y . . »Xn) 

^f(^ V V \ (^t— £im)-"(^ i— Sit ai-0 (a?,~ £oai+l ) ---(a?i— ll> ~i-H) 

«1 — 1 

und diese Formel gibt für jedes Werthesystem (a;i = li,ai; ^i-» --'Xn) 
die verlangte Identität. Zerlegt man hierauf: 

und wendet die Lagrange'sche Formel auf die ganzen Functionen f^"'^ 
von (n — 1) Variabein von Neuem an, so kann man schliefslich so 
verfügen, dais die (w, -f- 1) (1*2 + 1) ... (w» -J- 1) Grofsen 

vorgeschriebene Werthe i^a,, a,...a,j annehmen. — 
Entsprechend der Darstellung: 

f{x+h)=r{x)+nx) A + r\x) !- + ••••+• /-'"'c^) S- 

kann man auch /"(ari-J-Äi, x^-\-h^y ^n+Ä») als Summe von Gliedern 

mit Coeffieienten, flie ganze Functionen von iCj, Xj, ---Xn sind, aus- 
drücken, man hat nur den binomischen Lehrsatz zur Entwicklung des 
einzelnen Gliedes 

(^1 + KY' {P07 + h)^ . . . (^n + Ky^n 

anzuwenden. Man sieht, dafs die DijQTerenz 

f{^\ + *1> ^2 + Ä2> ... a?« + An) — /"(a?!, X^y ,..X n) 

die Gestalt 
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H 

-j- ^ ^ /^y^tf(^| y 3/2^ • • • 5/j»} Ä|| Ä2; • • • '*») 



erhält, wo /*, und ^y ganze Functionen ihrer Argumente sind und tp^ 
mit den n Grofsen h verschwinden. 

Bezeichnet man die Ableitungen von f als ganze Function von x^ 
allein betrachtet mit 

fx^yfx^y Ix, "^^^ i)x^' av ' aa;% 

und bildet man 

so zeigt eine einfache Ueberlegung, dafs 

/;(«, ,«„... a;,) — ^ (v=l,2...n) 

s 

sein mufs. Man nennt diese ganze Function /V die erste Derivirte der 
Ableitung von f nach der Variabein Xy . 

Von dieser Function kann man Ableitungen nach anderen Variabelii 

wird aber 



Xu bilden. Bezeichnet man w ^- mit ;, — 4 und k- mit ö-— ^ — » so 

'u^^r 6/0?^ 0X,OX^ 



av av 



dx^dx, dx,dx^ 

Erinnert mau sich, wie der Ableitungsprocefs definirt war, so ist klar, 
dafs dieser Satz bewiesen sein wird , wenn er an dem einzelnen Gliede 
der ganzen Function /: 

X,. m. . . . m^a^r-arj"^ . . . a;^« = <p(a;, , x^ . , , Xn) 
bestätigt werden kann. Es ist in der That: 

dx^dx^ dx^ ^Wy^»,,, nt, . . m^X^ X^ ... X^_^ X^ ^t^X '"^n } 

= fn^m^A„,^n^ . . . m^x^'^^x^^ . . .x"^-', . . x^f*"'.. . rr^ 



— "ä^ (^y-^wii»«, . . . m^^{^^^2^' ' • ^^'* • • • ^^"j 



X f W, Z. D. W. 



Dieser Satz ist dahin zu yerallgemeinern, dafs in 

dx^f*'dx^\...dx^ 
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das Resultat unabhängig ist von der Folge der Ableitungsprocesse. 
Nun fallt es nicht mehr schwer, das einzelne Glied: 

= 9 (tr, + Ä, , . . . o;« + Ä») 

aas /"(a?, + ä, , rCj + ^2» • • • ^w + T^n) als Summe von Gliedern 

AjA^i Aj^^. . . . Ä!^ 

anzuschreiben ; deren Coefficienten zusammengesetzte Ableitungen von 
9>(rr, , x^y ... o;») sind. Das allgemeine Glied ist offen bar : 



• • • ^n 






= A..«, ... m, 77 *C'*?"'^ K) (»». - 1) . . . • K - /». + 1) ^\ 

und darnach wird 

/(as, + A,, ajj + A,, ...«, + A«) 

«^^ .,, gr. + >.+ .- .+r,^(^^^^^ _^ All VI ^" 

wo in der n-fachen Summe für v^^v^,, ,Vn alle Werthecombinationen aus 

V, = 0, 1 , 2 . . . », ; v^^^Oy ly 2 . . ,n^\ . . . Vn = 0, 1 , 2 . . . n» 

zu setzen sind. Der Werth des allgemeinen Gliedes, in welchem 
Vj ^ 1/^ *=»*'- = ^n = ist, ist f{x^ y X2 . ' ' Xn). Die Siynme 

^1 + ^2 + • • • + V« 

kann nicht gröfser sein als die gröfste der Summen der Exponenten 
in den einzelnen Gliedern fp(x^j X2 - - . Xn)- 

Setzt man in der letzten Formel fQr Xn dn und fQr 

K {x^ — a^ (v = 1 , 2 . . n) , 

so erhält man für die ganze Function f die Darstellung: 

/ \X^ j X2 ; . - . Xn) 






-o,)*^ (««-«,)'» 



I *-" 



WO die neben der Ableitung von f stehenden Werthe für Xn anzeigen 
sollen, dafs man der Ableitung den Werth zu ertheilen hat, welchen 
sie an der Stelle (a) besitzt. 
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Wir führen die hier gebrauchte Bezeichnung für die Ableitungen 
auch in dem Falle einer Function einer Yariabeln ein ^ schreiben aber 
statt runder grade d, um ein Unterscheidungszeichen für die voll- 
ständige und die oben vorkommende theilweise (partielle) Ableitung 
nach einer der Yariabeln Xy zu besitzen , und erhalten: 

fix + h) 
l^-^'^ dx 1 ^ da? 2! T^ ^ dx' «' ' 

fix) = (fix)) + 



x=za 



I (df(x)\ x-^a , / d'm \ {x--ay, if^fi^)\ (^jj^ _ 

'^\ dx ;; r "T-V da^ )^ 2!" "1 ^Vdaj» ) a' «^ 

Man ordne die ganze Function noch in anderer Weise ^ bilde in 
jedem Gliede 

die Summe der Exponenten {m^ 4~ ^s + • • • 4" ^n) ^^^ sogenannte 
Gradeahl des Gliedes und fasse die Glieder gleichen Grades zusammen. 
Nennt man eine ganze Function, deren Glieder alle denselben 
Grad besitzen, ganze homogene Function, so läfst sich jede ganze 
Function f als Summe homogener Functionen 

/i +/■. + •••+/» 

darstellen, in welchen der Index den Grad des Gliedes anzeige. Die 
höchste dieser Gradzahlen m heilst die Dimension der Function f, 
Ist eine ganze Function f ohne constantes Glied /J, gegeben, 

SO ist f in der Umgebung der Stelle (0) eine stetige veränderliche 
Gröfse. • 

Bezeichnet nämlich ^^ eine positive Grofse, die gröfser ist als 
der grofste unter den Beträgen der Coefficienten in der homogenen 
Function ffi, so ist 

Ist ferner g eine positive Grofse, gröfser als jedes der ^^, und nennt 

n 

man die Summe X/ 1^*1 5> so wird: 

r« 1 

\fix,, x,.,.Xn)\<g{^ + V + '" + g-) < (/g -^ . 

Jetzt kann man aber g so wählen, dafs g^ rzTt kleiner wird als eine 

beliebig kleine Grofse d, und darum gibt es auch eine Umgebung r 
der Stelle (0) derart, dafs für jede Stelle derselben 
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wird und das ist die nothwendige Bedingung filr die Stetigkeit der 
Function f in dem genannten Bereiche. 

Aus der Darstellung jeder ganzen Function f{x^ , x.^ . . . Xn) als 
Summe einer endlichen Anzahl von Gliedern: 

folgt aber, dafs jede ganze Function in der Umgebung jcdej- enJlielien 
Stelle (a) stetig ist, denn man kann den absoluten Betrag von 

oder 

kleiner machen als eine beliebig kleine Grofse S^ indem man die Va- 
riabein o:, , rTj . . . o^n in hinreichend kleiner Umgebung der Stelle (a) 
erhält. 

0^ « . 

§ 22. Gemeinsame Theiler zweier ganzer Functionen mehrerer 

Variabein. 

Wir fassen auch wieder das gegenseitige Verhalten zweier ganzer 
Functionen f{x^^ a?2 . . . a?«) und g{x^y x^ . . . Xn) ins Auge. 

Vor Allem läfst sich den früheren Sätzen das Theorem entnehmen : 
Die Function g{x^y x^» * * fl?«), als eine von x^ abhängige Gröfse 
betrachtet, wird bei jedem Werthesystem 0^2; ^ ... ^n ein Theiler 
der ganzen Function f von x^ sein, wenn so viele ganze Functionen 
von 072» x^ ' . ' Xn ideutisch verschwinden, als der Grad von g in 
x^ anzeigt. 
Für ganze Functionen fn und gm einer Variabein bestand eine be- 
stimmte Gleichung 

und damit /'„ durch g^ theilbar war, mufste ^m-i identisch verschwinden. 
Indem nun in unserem Falle die üoefficienten von gm-i ganze Aus- 
drücke in den Variabein o^j; x^ , . . Xn werden, ist die Behauptung 
richtig. 

Um aber zeigen zu können, dafs unter den genannten Bedingungen, 
die auf das Verschwinden ganzer Ausdrücke in den Constanten von f 
und g^ zurückkommen, f überhaupt durch g theilbar ist, als Function 
welcher Variabein wir auch f und g auffassen, und dafs dann 

l\Xj f X^ • • • Xn) ^=* ni\X^f X^^ ... Xn) • g\*^\7 ^2 * * ' "^^z 

wird, setzen wir mit Weierstrafs, in der Vermuthung, den Beweis mit 
Hilfe des Schlusses von (n — 1) auf n erbringen zu können, fest: 
1) Für zwei oder mehrere Functionen von (« — 1) Variabein mit 
einem gemeinsamen Theiler gibt es auch einen gröfsten Theiler, 
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der durch die Eigenschaft definirt ist, dafs er ein Vielfaches 
jedes gemeinsamen Theilers ist. 

2) Sind f und g ganze Functionen von (n — 1) Variabein ohne 
gemeinsamen Theiler und keine dritte Function dieser Variabein, 
so ist jeder Theiler von fk und g ein Theiler von h. 

3) Mehrere Functionen yon (n — 1) Variabein besitzen auch ge- 
meinsame Vielfache und es existirt eines, das in allen übrigen 
als Theiler vorkommt — 

Femer bemerken wir, dafs eine Function /"(^r,, Xj . . • ^r«), die bei 
jedem Werthe von x^ durch g{x^, x^ , . , Xn) theilbar ist, die Gestalt 

besitzt. 

In der That: ist 

* 

f{x^, x^, •..a^«) = /i(a?2i ^s-- -^n)^!"* +/'i (^27 ^3, - . .a:«)a:,"'-i H 

SO kann man die'(n| -f- 1) Functionen f^ als lineare Function der in 
der Darstellung: 

J'^m T r -.^ (« -ll) •••(«'- 6^-l)(« -f^+l) •••(»-S.-H) 

^ ns^. a:,, aj, . . . x,) ^^^_^^^ ({„-|^_.) U^-J^^) . . . («^- 6,+,) 

" — * 

vorkommenden Grofsen /"(J^ ^ X2, - - - a;«) ausdrücken , die der Voraus- 
setzung nach durch ^(Xj, ojj . . . Xn) theilbar sind. (Unter g, , g, . . . i^^i 
sind ganz beliebige endliche Grofsen zu verstehen.) Deshalb werden 
die Functionen ft{X2, x^ . . . o;«) durch g theilbar sein und der Satz 
erscheint erwiesen. 

Ist nun /'(a;/*^ , x^, - - . Xn) durch eine Function 

g{x^, 0^2, .. . Xn) = ^0^1"* + 9\ ^i"*"* H hgtn, 

wo die Functionen g^^ g^ - - - gm keinen gemeinsamen Theiler besitzen, 
theilbar in Hinsicht auf die Variable x^, so wird 

oder wenn man 

5'o""^+H^2i x^- > •Xk) = r 

setzt, 

Zufolge der Voraussetzung über die Beschaffenheit der Functionen 
9o7 ff\ ' • ' 9m kann ^^^kein Theiler von g sein, y mufs vielmehr in 
Pnr-m &ls Theiler vorkommen und dann wird 

l\X\ } X^ , ... Xnj *=^^ 9\.\ y *^2 9 • • • Xnj K yX4 , X2 • • • Xf^j } W. Z. D. W. 

Besitzen /* und g als Functionen von x^ einen gemeinsamen Theiler 
Ä*«*» Grades @, so existirt einmal eine Gleichung 

q>9 + *f= ®- 
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Die aus den Coefficienten der x^ Potenzen in f und g gebildeten 
Coefficienten von q), if;, & werden hierin gebrochene rationale Aud- 
d rücke sein können , aber es ist klar^ dafs man @ die Form 

geben kann , wo die Coefficienten 0k ganze Ausdrücke in den Variabein 

Wir denken die gemeinsamen Theiler dieser %• Functionen von (w- 1) 
Variabein weggeschafft^ und bezeichnen: 

®«^i* + ®,:ri*-*H [- &k = ^{Xx, x^ ... Xn)y 

dann erfordert die Voraussetzung, f besitze als Function von x^ den 
Theiler 9, die Existenz einer Beziehung 

WO M und N ganze Ausdrücke bedeuten. Die Function M mufs in 
JV' oder d als Theiler vorkommen , kann aber nicht Theiler von d' sein^ 
weil die Functionen ®k keinen gemeinsamen Theiler mehr besitzen 
sollen, defsbalb wird 

und entsprechend 

g \X^ , aJ2 • • • ^n) =^ V (aJj , ^2 , ... Xn) V (^2 » ^3 » • • • •^») * 

Wir finden demnach, dafs ^'(xxy x^y •••^«) auch als Function von 
^2) ^31 • • • ^» betrachtet gemeinsamer Theiler von /*und^ist, sobald 
die Functionen ®]t von den gemeinsamen Theilern von (n — 1) Va- 
riabein befreit sind. 

Man kann nunmehr die gemeinsamen Theiler zweier ganzen 
Functionen von n Variabein angeben; wenn man die Theiler von 
Functionen von (n — 1) Variabein zu finden vermag, und da die Lo- 
sung dieser Aufgabe in dem Falle einer Variabein auszuführen ist, 
mufs sie allgemein möglich sein. 

Wir haben in ^{x^j x^j ... Xn) den grofsten Theiler von / und 
g angegeben ; der alle gemeinsame Theiler dieser Functionen enthalt, 
denn die Functionen P und Q erfüllen die Gfleichung: 

die aussagt; dafs Q und P als Functionen der Variabein x^ keinen 
gemeinsamen Theiler besitzen und dann können sie auch als Functionen 
von Xr keinen gemeinsamen Theiler haben. — 

Ist die Function g nicht in f enthalten, wohl aber ein Theiler 
des Productes fhj so besteht eine Gleichung: 

^g + tf= 1, 
in welcher ilie Coefficienten von g) und ^ den kleinsten gemeinsamen 

Biernnann» Fmictloiientheorie. S 
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Nenner n{x2^ ^s • • • ^«) besitzen mögen. Dividirt man hierauf die 
Gleichung 

{pkg + lIßfJc = Je 

durch g, so folgt eine Beziehung: 

oder 

Setzen wir fest; dais g nicht in das Product zweier gauzer Functionen 
zerlegbar sei; deren eine blos (n — 1) Variable enthält^ so wird 

d. h. K ist dorch n und h durch g theilbar. 

Endlich besteht auch für ganze Functionen von n Variabeln der 
Satz: 

Jedes Vielfache zweier Functionen f und g ohne gemeinsamen 
Theilerist durch fgJc und jedes Vielfache von f^^^tp^ undy=»V'^ 
durch q^tlf&h gegeben. 

§ 23. Bationale gebrochene Functionen. 

Handelt es sich nun darum, den Quotienten ganzer Functionen 
f und ^, d. h. die rationale gebrochene Function 

ii,x,, X2, ...xn)^ '9Jx-x,,t:7^ 

zu untersuchen; die an jeder Stelle, die nicht Nullstelle des Nenners 
ist, einen bestimmten Werth besitzt, so können wir f und g yon dem 
gröfsten gemeinsamen Theiler «d* befreit denken, denn 

F =s: I- = ^— 

9 'ip& 
hat an allen Stellen, die nicht Nullstellen von d" sind, den Werth, 

welchen — daselbst besitzt, und der Werth von F an einer Nullstelle 

(aj(o)) von d" darf wieder als der Werth von 

J>{{X^'^)) 

definirt werden, indem der Werth von F nach eben diesem convergirt, 
wenn die Stelle {x) nach (x^^^) convergirt. 

Zur Beurtheiluug der Beschaffenheit der rationalen Function F 

haben wir demnach nur mehr die Fälle zu untersuchen, wo der Nenner 

g aber der Zähler f nicht verschwindet, oder wo g und f dieselbe 

^NüUstellfe hef&tzet, <>hhe dafer daa gleichec^itige ' Verschwinden von' f 
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lUid g durch das Nullwerden eines gemeinschaftlichen Theilers ver- 
ursacht ist. 

Verschwindet g an einer Stelle (a), ist aber \f{{a))\ > 0, so tmrd 
der absolute Betrag von F für die der Stelle (a) unendlich benachbarten 
Stellen gröfser als jede angebbare Ghr'öfse G und dann sagt man^ F 
wird an der Stelle (a) sdbst unendlich. 

In der That: nach Annahme einer beliebig kleinen Grofse 8 kann 
man zunächst eine Umgebung (r) von (a) so bestimmen ^ daCs für alle 
Stellen derselben 



* > im«;)) - fm)\ > I \m))\ - mm 

und somit 

\m))\ > \m))\ - s 

wird. Wählt man hierauf eine positive Grofse y so klein ; dafs 

y ' 

und y selbst noch gröfser ist als der gröiste der Werthe: 

\g{x^, rcj, ... Xn) - g{{a))\ = \g{{x))\ 

aus der Umgebung (r) von (a) , was bei hinreichend kleiner Umgebung 
(r) gewifs möglich ist^ so wird die den genannten Stellen {x) ent- 

f 
sprechende Ungleichung für — noch zutreffender als die angegebene, 

nnd deshalb ist die Behauptung erwiesen. 

Verschwinden aber g und f an derselben Stdle (a), dann hat der 
Quotient der gan0en Functionen mehrerer Variabein in unendlich 
kleiner Umgebung jeden beliebigen Werfh und an dieser SteUe selbst 
heilen bestimmten Werth. Die rationale Function erscheint an der 

Stelle (a) nicht blos in der unbestimmten Form — , sondern ist daselbst 

wirklich unbestimmt. 

Dieser Satz wird bewiesen sein, wenn man in einer unendlich 
kleinen Umgebung von (a) Werthesysteme {xx, Xj^ ... Xn) finden kann, 
für welche f oder f — Äg verschwindet, ohne dafs g Null ist, denn 
dann wird 

9 9 ^ 

Null respective Aj und wenn man femer Stellen angeben kann, an 
denen g aber nicht f Null ist, denn dann wird F auch unendlich. 

Es kommt nur darauf an, einen dieser Fälle auszuführen, wobei 
wir die Existenz der Nullstellen einer ganzen Function wieder voraus- 
setzen müssen. — Wir fragen demnach, ob man Werthesysteme 

Xv = dv -\-hr (v =s 1 , 2 . . . n) 
finden kann, für; die 

8* 
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verschwindet^ indessen 

|gf(a| + A, , «2 + Aj ... a« + A^) I > 
wird. 

Der Strich bei dem Summenzeichen soll anzeigen ^ dafs v^, v^ . . .v^ 
nicht gleichzeitig Null zu setzen sind, indem /*(«,, aj^ ...a»)«=0 ist. 

Stellt man f{a -f- A) in der Form dar: 

so bezeichnen die Coefficienten A^^ ganze Functionen von A2; A3 . . . A» . 
Am wird mit den Grofsen h^, A3 ... A» unendlich klein, denn An^ kann 
kein constantes Glied enthalten , indem f die Nullstelie (a) besitzt. 

Um eine Stelle (a -{- ^) ^^^ verlangten Art zu finden , wähle man 
für Aj, A3 . . . hn ein System von Werthen in unendlich kleiner Um- 
gebung der Stelle (0) und den zugehörigen Werth von A| entnehme 
man der Gleichung: 

^Ai«' + ^,A,«-^ + . . . + ^^ _ . 

Dabei darf man natürlich Aj; A3 . . . An nicht solche Werthe geben, 
dafs die Resultante der Functionen f und g 

die Nullstelle (»2 + ^2 , «3 + Ay , . . . . «„ + '*») besitzt, sonst könnte 
auch g daselbst verschwinden. Da die Resultante zweier Functionen 
f und gj weiche keinen gemeinsamen Theiler haben, nicht identisch 
verschwinden wird, mufs es möglich sein, solche Werthe zu finden, 
und es fragt sich nur, ob jedem dieser Bedingung gehorchenden 
Werthesysteme (Aj, A3 . . .An) ein Aj von unendlich kleinem absoluten 
Betrage zugehören kann. 

Das Product der unserer Gleichung genügenden Werthe Aj ist 

Damit also eine Wurzel A| von unendlich kleinem Betrage existirt, 

A I 
( — 1)"> -x~ ^^^ ^27 A3 ... An unendlich klein werden. Wenn 

-^o(^2> A3 . . . An) mit A,, A3 . . . An nicht unendlich klein wird, oder Aq 
ein von den Gröfsen A freies Glied enthält, gibt es gewifs eine Wurzel 
A, der verlangten Art, denn A^ enthält keine Gonstante. Aber Aq 
besitzt eine Gonstante, sobald in f(Xy, x^, ...^n) der Goefficient von 
ir,*»' ein von den Grö&en X2, ...ir„ freies Glied enthält. 



mufs 
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Andernfalls müssen wir zur Untersuchung der Beschaffenheit von 
F an der Stelle (a) eine lineare Transformation vornehmen, d. h. wir 
müssen F{x^^ x^^*. >Xn) in eine rationale Function neuer Variabein 
Vxi Vit-'V* umwandeln, die mit den ersten durch n lineare Glei- 
chungen verbunden sind. 

Diese Gleichungen seien 

Xv = «yiy, + «^»2 H 1- «^y« (v «» 1 , 2, . . . w) 

und die Coefficienten seien nur den Beschränkungen unterworfen, dafs 
die Determinante 

^\] } ^\'i ' ' * ^iw 



von Null verschieden ist und in F(y^j y?»- • -.V«) ^^^ ^®^ Potenzen ^J* 
(i; SS ] y 2 . . . n) ein constantes Glied besitzt. Dann entspricht jeder 
Stelle {x) eine und nur eine Stelle (y) und umgekehrt, und in unend- 
lich kleiner Umgebung der der Stelle (a) entsprechenden Stelle yy=»{)y 

(i;= 1, 2,...w), an der /"(yj, ^2» • • «y«) ^^^ ^(^1; ^2» • • • ?») ver- 
schwinden, gibt es Stellen bv + rjy (v = 1, 2, . . .n), wo f{(y)) Null 
wird undy((y)) nicht verschwindet. 

Diesen Stellen entsprechen Stellen (a, + h) in unendlich kleiner 
Umgebung von (a), für die f{(x)) aber nicht g({x)) Null wird. 

Der obige Satz ist daher in allen Theilen bewiesen. 

Wir behaupten nun noch, dafs die rationale gebrochene Function 

9 
in der Umgebung jeder unendlichen Stelle (x)y die nicht Nullstelle des 
Nenners ist, eine stetig veränderliche Grofse sei. 

In der That: bezeichnen ^f und ^g die Grofsen, um welche sich 
f und g ändern, wenn die Argumente x^^x^, . ..Xn in a;, +Äj, x^-^-h^-, 
. . . x« + An übergehen , so wird 

F{x^+h^^X^ + h^, . ..Xn + Jln)^F{Xi, X^,... Xn) 

** g+^g g^f + gjg / g{g^+gJg) ^ 

und es ist ersichtb'ch gemacht, dafs mau ^Z* und ^^ oder die Grofsen 
Aj, Äj, . . . Ä„ so wähleir kann, dafs \^F\ kleiner wird als eine beliebig 
kleine Grofse d, wofern nur g an der Stelle {x) nicht verschwindet. 
Die rationale gebrochene Function ist deshalb an allen Stellen des 
2n-fach ausgedehnten, im Endlichen gelegenen- Bereiches stetig, mit 
Ausnahme der Nullstellen ihres Nenners. 
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§ 24. Lagrange*8ohe Interpolationsformel. 
Summen gleicher Potenzen der Wurzeln einer Qleichung. 

Wir haben in diesem Capitel noch eine Reihe von Sätzen über 
die gauzen und gebrochenen rationalen Functionen einer Yariabeln 
vorzutragen, die eine mannigfache Verwehdung finden werden. Wir 
beginnen mit einer Umgestaltung der Lagrange'schen Formel. 

Jede ganze Function n*<*" Grades war in der Form dargestellt: 

und wenn f{x) die 1/ fache Nullstelle x^ besitzt, wird 

fix) =. (^_:c,)»[i^p)(x,)+/^(H-.)(a;,) J-^;+ ••• +/-<-)(x,)^*---;f^-] . 

Der Werth des Quotienten von f{x) und {x — x^y an der Stelle a;, 
ist, wie wir nun wissen, nicht etwa 

v\ ' 

sondern es gilt 



V(«-«,)V -! ' ' ' 



Gehen wir auf die Bestimmung der ganzen Function n^^° Grades zu- 
rück, wenn deren Werth für (w + 1) Variabel nwerthe g^, 5,,...S„^.i 
gegeben ist: 

fUr)--ri, (i/=l,2,...n+l), 
setzen jetzt 

y = l 

SO wird 

{tv — Si) • - . (Sy — S*-i) (6v — Sv+i) . . • CS» — 6i»+i) 



(/^t) - ^'"(s-) 



« =a$y 



und die Lagrange'sche Formel erhält die Gestalt: 

Es erscheint hier wichtig, die erste Ableitung einer ganzen Function 
mitn Nullstellen, welche also die Darstellung 

n 

f {x) ^ a^fj[{x - x;) 

r = l 

zuläfst, direct bilden zu können. 

Die erste Ableitung ist zufolge der Formel 
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der Goefficient von h in dem entwickelten Producte 

n 



l 



ao iJ (x + h — Xy), 



Anstatt aber dieses Product auszuführen und jenen Coefficienten heraus- 
zunehmen, bemerken wir, dafs man den Quotienten der ersten Ablei- 
tung und f{x) finden kann, indem man den Coefficienten von h in 
der rationalen Function 



f{x + 






heraushebt. Da ergibt sich unmittelbar die Formel 
oder n 



ri^)-m-2!^. 



y=i 



Hat die vorgegebene Function mehrfache Nullstellen und ist 

m m 

SO wird 

Dieser Formel entnehmen wir die Beziehung: 

m m 

• • • V^ Xjn) = "1 

die wir in der Form 

anschreiben, um auch gleich abzulesen, dafs f{x) und f(x) einen ge- 
raeinsamen Theiler (w — m)^^" Grades besitzen. Dieser Theiler heilst 



m 



und darum wird die n^^fache Nullstelle der Function f{x) eine (%—!)- 
fache Nullstelle der ersten Ableitung f* {x). 

Weil die v^ Ableitung von f{x) die erste von f^^'-^^{x) ist, wird 
ferner die w^fache Nullstelle von f{x) eine (n^— i/)fache Nullstelle der 
ytan Ableitung. 



t 
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Wenn man die beiden Ausdrücke für die Ableitung einer ganzen 
Function mit n Nullstellen: 



d. i. 



f^^) ^ V A«) 



und 

f'{x) = na;"-i -{- a^{n-- 1) a:^« H \- an^i 

mit einander vergleicht, ergibt sich ein bemerkenswerther Satz für 
die Summe gleicher Potenzen der Wurzeln der Gleichung f(x) = 0. 
Es folgt durch Division: 

-A^ = it--'' + {x, + a,) x-"^ + {x,' + x,a, + a,) a--^ + - ' ^ 

+ {X*~ + XT" a, + • • • + Xvün-i + an-i), 

und wenn man 

^r + ^-i" H [- Xn = S^ 

setzt ^ wird 

2Är "^^ "**~^ + (*' + ""i) ^""* + (*2 + «•«!+ »«») *""' H — 

y = 1 * 

+ (S,_i + Sn-a«! + ••• + «, a«-2 + Wan-l). 

Jetzt gibt der Vergleich dieses Ausdruckes für f(x) mit dem zweiten 
der oben genannten die Beziehungen: 

5, -f- a, = 

«3 + 52«! + Sj a2 + Sag = 



5„_i + S„»2ai+5»-3«2 4-5n-4a4 + ' ' • + 5, a«-2 + (W — 1 ) ««-1 =0, 

aus denen man successive die Werthe für die Potemsummen Sy ermit- 
teln kann: 

5, = — a, 

^3 = — «1^ + '^öt, «2 — Sag 



und endlich $n--i; ^o ^^^ gleich n. 

Um die Summe der «*<*" und höherer Potenzen der Wurzeln zu 
finden, bilde man 

x'^fix) =« rr"+"' + a, ic"-*-"»-^ + • • • + ön^'" = 0, 

ersetze hierin x der Reihe nach durch x^^ x^, , . . Xn und addire die 
Resultate; dann entsteht die Relation 



I 

Bationale ganze u. gebr. Functionen einer u. mehrerer Variabelo. 121 

aus der die verlangten Summen successive hervorgehen, indem man 
w == 0, 1, 2. . . setzt. 

Alle Summen Sk sind ganze rationale Functionen der Coefficienten 
a^, a^f.ant ^^^ umgekehrt die Coefficienten ganze rationale Func- 
tionen von n Potenzsummen Sjt {h > 0). — 

Ist 

so wird 

Sq '^ Sn = Sin '=''"= Sin = W, 

WO k irgend eine gamse Zahl bezeichnet, und die Summen von Po- 
tenzen der n Wurzeln der Gleichung /'(a;)=0, deren Exponenten 
nicht Vielfache von n sind, werden Null. 

Unter dem früheren m kann man auch eine ganze negative Zahl 
verstehen, nur folgen dann die Summen gleicher Potenzen mit nega- 
tiven Exponenten. — 

Alle die genannten Summen 

s^ = a?!^ + a;/ H h ^ 

bleiben als Functionen der n Grofsen ^f, x,^j,,,Xn ihrer Form und 
ihrem Werthe nach ungeandert^ wenn man irgend welche Umsetzungen 
der Gröfsen a?, , x^y . . . Xn vornimmt. 

Ausdrücke von n Elementen a?, , x^y . . . a:„, die ihre Form bei 
gegenseitigen Vertauschungen der Elemente nicht ändern, heifsen 
symmetrisch. 

Die Coei^cienten der Gleichung n*®" Grades 

n 

ic? + a^ixi^"^ -j- . . . -j- a« = / j (^ — a?^) = 

sind solche symmetrische Ausdrücke der n Wurzeln , denn bei irgend 
welchen Vertauschungen der Grofsen x^, in 

üfi = (— ly^Xy'X^» . . . x^if,) (/[* = 1, 2 . . . n) 

geht jeder Summand in einen anderen über. 

Der symmetrische Ausdruck erfährt hei den Stellungsänderungen 
der Xy offenbar keine Werthänderung. 

Umgekehrt ist eine game rationale Function f{x^ , rCj ? • • • ^«) ^^^ 
als veränderlich betrachteten Gröfsen x^ x^^.,.Xn in diesen symme- 
trisch, sobald sie bei beliebigen Vertauschungen der Gröfsen (x^, x, . . , 
Xn) k^nne Werthänderung erfährt.*) 



*) VergL Netto'B Substitationentheorie. 
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Die Function 

möge bei einer Vertauschung der Gröfsen x^ in 

/'(a?,, ÄJj, . . . a;„) = g>o(^2> ^3> • • • Xn)x"/+ g>, (a;^, äJj, . . . x,)ir7»'-^ + • • • 

+ 9»i'(^2; *^3; • ' • ^v 

übergehen y dann sind die rechts stehenden Ausdrücke der Yoraus- 

setzung nach für jedes Werthesystem (x) einander gleich^ und man 

erschlierst, dafs 

n, = w,;, /"o ^ 9^07 • • • Ai = 9^n, 
wird. — 

Eine symmetrische ganze Function f{x^ , x^, ^ . .Xn) läfst sich stets 
auf eine und nur eine Art als ganze rationale Function der n (oben 
genannten) symmetrischen Functionen a^, a^j . . .an darstellen. 

Ist ein Glied der Function /"(a;,, x^j . , .Xn) von der Form 



so kommen in derselben noth wendig alle durch Vertauschung der 
Grofsen x^ abzuleitenden Glieder vor, gibt es also ein Glied o^, so 
enthält f alle Summanden von 



a 



a 

2 






und Sa ist eine ganze rationale Function der Grofsen a|, aj, • . . a». 

Die Summe aller durch Vertauschung aus x^'x^'. hervorgehenden 
Glieder 

^. x^ Xy- 

wird gleich 

wie man bei der Bildung des Productes SaSa- leicht übersieht; und 
ferner gilt 

^, XyXr' = -^- (V — S2a) . 

Da 

ist, wird 

^ rcJ'rC?. a;?' = SaSa'Sa" — (5a+a'Sa" + Sa'+a"Sa + Sa^a' Sa') + 25a4.„'+a", 

und so fortschreitend findet man, dafs jede Summe 



^Xy^xp' . . . alZi) (f* < n) 



*\ v" 



...» 
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als ganze rationale Function der Potenzsummen oder der symmetrischen 
Functionen a^ , »2 , . . . a^ darstellbar ist. 

Setzen wir voraus^ dafs dieselbe ganze symmetrische Function 
fipc^y X.2J . . . Xn) sowohl durch ^i (ap a.^, . • . a«) als auch durch 
^^(ßi^ ^27 ' ' ' ^n) ausdrückbar sei, dann ist die Differenz 

ffi —92 
zwar für alle Werthesysteme {x) identisch Null , aber als Function der 
Gröfsen a soll sie nicht identisch verschwinden, denn sonst wären die 
Darstellungen für f gleich. 

Die genannten Eigenschaften sind nicht miteinander verträglich, 
denn die Umsetzung von il'i ((«))— 5^2 (W) ^^ ^^^^ Function der Gröfsen 
x^y x^, , , . Xn gäbe eine nicht identisch verschwindende Function, die 
für jedes Werthesystem (x) Null sein soll. 

Es gibt also nur eine Darstellung der ganzen symmetrischen Func- 
tion f(x^f x^, . . . Xn) als Function der Gröfsen a^, a2y > - - a^ welche 
die elementarsymmetrischen Functionen heilsen. 

§ 25. Darstellung der rationalen gebrochenen Function 
einer Variabein durch Fartialbrüohe. 

Die oben gewonnene Formel 

m 

7{x) ^^x-^x^ 

für den Quotienten der ganzen Functionen f{x) \xndf(x) gibt die An- 
regung zu der allgemeinen Aufgabe: 

Es ist der Quotient ganzer Functionen als Summe solcher ra- 
tionaler gebrochener Functionen darzustellen, die einzeln an den 
Nullstellen des Nenners unendlich werden, oder, was dasselbe sagt, 
als Summe rationaler Functionen, deren Nenner die Primfactoren 
des Nenners der vorgegebenen Function sind. 

Auch diese Aufgabe hat in der Theorie der rationalen gebrochenen 
Zahlen ihr Analogen. 

Zwischen zwei ganzen Functionen von dem n^^° und m^^" Grade 
fn und i^m(w^w) bestand eine Beziehung: 

aus der wir ablesen, dafs der Quotient einer Function n^^" und m^^" 
Grades : 

g — JPn-m-t- 

als Summe einer ganzen Function vom (w — wt)*®° Grade und eines 
Quotienten darstellbar ist, in welchem der Grad des Zählers kleiner 
ist als der des Nenners. 
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Angenommen y dafs in einem solchen Quotienten — "-- der Nenner 

gm als Product zweier ganzer Functionen ^^) und g^^ ohne gemein- 

samen Theiler darzustellen sei, so kann man die Function "*" als 

Summe zweier Quotienten ganzer Functionen ausdrücken , deren Nenner 
beziehungsweise die Factoren g^^^ and g^^^ sind. 

Die Gradzahlen von ^*^ und ^W seien fi und v (/t -}" ^ = ^)> 
dann kann man diesen Functionen ^> und g^^ zwei und nur zwei 
Functionen 97,^1 und ^^-1 so zuordnen, dafs die Gleichung 

besteht. Es existirt deshalb eine Relation der Form: 

ifm g^ g^ 

und dann wird 






Setzt man 

80 entsteht die Gleichung 






oder 

Da aber die ganze Function qj^^i nicht die Summe einer Function 
2(m — ly**" und zweier Functionen {m — 1)**^" Grades sein kann, mufs 
hierin 

identisch verschwinden, und es folgt, dafs eine echt gebrochene ratio- 
nale Function^ (in welcher der Zähler von niedrigerem Grade ist als 
der Nenner, und) in welcher der Nenner das Product zweier ganzer 
Functionen ohne gemeinsamen Theiler ist, als Summe zweier echt ge- 
brochener rationaler Functionen dargestellt werden kann , deren Nenner 
die genannten Factoren sind. 

In der Gleichung 

Jfm—l Qr—l [ Qfi—\ 

sind die Functionen Q^-i, Qfi^i höchstens von den bezeichneten 
Graden. — 



i 
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Die hier durchgeführte Zerlegung eines Quotienten — ^?^^ in ein 

Aggregat zweier echt gebrochener rationaler Functionen läfst sich 
fortsetzen, indem wir dieselben Erwägungen auf die gewonnenen 

Partialbrüche ^^ , ~^ anwenden. 
Ist etwa 

und besitzt keiner der Factoren ^x« deren Grad uns jetzt nicht inter- 
esairt, mit einem zweiten g^' einen gemeinsamen Theiler, so existirt 
eine ganz bestimmte Zerlegung 

9m 9i ^ 9t ^ 9k' 

denn gäbe es eine zweite 

9m 9i 9t "^ 9k' 

so kottimen wir in Widerspruch mit der Voraussetzung über das gegen- 
seitige Verhalten der Factoren Qk^ In der That: weil in der nun her- 
vorgehenden Gleichung 



k 

x = l ^* 



jeder Summand bis auf den x^^" den Factor g^ besitzt und dieser Sum- 
mand darnach durch g^ theilbar sein soll, so müfste einer der Fac- 
toren gn' den Theiler g^ haben, indem die ganze Function ^, — P^^ 
diesen Theiler gewifs nicht besitzt, weil ihr Grad niedriger ist als der 
von gn. 

Wir specialisiren diese Sätze und nehmen an, dafs der Neuner 
g{x) in der Form 

x = l 

gegeben sei, wo die Summe der Exponenten m^ gleich m ist. Dann 
ist der Theiler 

s 

und ein Quotient — — zerfallt in die Summe: 

9m 

wo der Grad des Zählers q^ipo) den Werth m» — 1 nicht überschreiten 
kann, so dafs der Zähler die Gestalt erhält: 
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Will man die Coefficienten c^ berechnen , so setze man in der Gleichung 

«.-x(x)=17(.-i.r«-2'7rf]™. 

die angegebenen Ausdrücke für ^«(rr) mit den unbestimmten Coeffi- 
cienten ein, setze nach Ausführung der Multiplicationeu die Coefficien- 
ten gleich hoher Potenzen in q^-i und in der ganzen Function rechts 
einander gleich , so erhält man zur Bestimmung der m Gröfseu c» fn 
lineare Gleichungen, deren Determinante nicht verschwinden wird, 

weil es eine bestimmte Zerlegung für den Quotienten —^ — gibt. 
Die rationalen Functionen 



in welchen m« > l ist, kann man noch weiter zerlegen, was am ein- 
fachsten dadurch geschieht, dafs man 



»n-— 1 



setzt. Es wird dann 

ix - sx)"»« ^^0 f"^-" ' (X- i.r--^'- ' 

Jetzt erscheint nachgewiesen, dafs der Quotient zweier rationaler 
Functionen fn und gm , deren Nenner die 

9»!, m2, . . . niib fachen 
Nullstellen 

X = Ulf a2f » • • di 
besitzt, auf die Form 

4- --^« I 1^ L ...-(_ - *»' _ 

4- J*.l I ^Ü I- . . • -J ^ 

^ x-ot^ (x-a^)^ ^ ^ (x-ct^r^ 



gebracht werden kann, wo neben den Coefficienten Ai^ auch die Co- 
efficienten a^y a^, . . . ün-m eindeutig bestimmt sind. , 

Im Falle^ einfacher Nullstellen ^rhalt man ^e Form^}: 
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deren Coefficienten A^*^ noch in anderer Weise als früher bestimmt 
werden sollen. 

Bildet man die Gleichung 

Ux)'^p^{x)g„{x) + 2 t~« 

«=1 * 

und ersetzt hierin g{x) durch 

so geht die Gleichung ffir a; •= a» in 
Aber and deshalb wird 

5;;:(^ "" •*'^*^ + -ä ^'''^"'"^ *- "« " 

Ist der Grad von f kleiner als der von g^ so fallt die ganze 
Function p(x) aus dieser Gleichung heraus; ist f{x) vom Grade m— 1, 
so gibt der Vergleich gleichnamiger Potenzen in der Relation 

fix) = «0^» + «,a^-* + • • • + «m-i -2^rii Ä;' 

daCs 

ist. 

Wenn endlich die ganze Function fn von niedrigerem als dem 
(m — 1)'^" Grade ist, so wird die Sunmie der Coefficienten der Partial- 
brüche, in welche der Quotient — zerlegt ist, 

9m 

m 

tn _ 

^+^+... + ^,=21^^, =0. 

Will man die Coefficienten J}jP^ in dem Falle einer vielfacheu 
Nullstelle a^ des Nenners 

^m = (« — CC^)""' 9fn-fn, 

in analoger Weise bestimmen, so gehe man von der Zerlegung 
oder 



128 Zweites Capitel. IL Abschnitt. 

aus, multiplicire diese Gleichung mit g(x)^ setze dann: 

fix) -= A«,) + r(«,)^ + • • • + /•<">(«,) ^^^ 

P,{x) -= P(a,) + Pa)(a,) ^ + - . . + p(.)(a,)i£=i:i)^, 

wobei angenommen ist, dafs f{x) nicht die Nullstelle a^ besitzt, und 
vergleiche dann die beiden Seiten der nach Potenzen von (rr— «1)^=^1 
zu ordnenden Gleichung. Es folgt die Reihe von Beziehungen: 






aus denen die Werthe von A^^i] successive zu entnehmen sind. Man 

sieht unmittelbar^ dafs alle Coefficienten ^^^ verschwinden, wenn f(x) 
die m, fache Nullstelle «1 besitzt, und das sollte natürlich eintreffen. 

Da die w^ Coefficienten A^^] hier durch die 2m^ Gröfsen ^^^^(«1) 
und f^'Ha^) und somit alle Coefficienten -4jrj durch 2 m Grofsen be- 
stimmt sind, endlich die ganze rationale Function Pn-m ^ — tn -\- 1 
Coefficienten enthält, mufs die rationale Function -^ n + ^ + l con- 

staute Grofsen besitzen, und man wird dieselbe angeben können, 
wenn ihre Werthe an n+w»+l Stellen 

^ ^^ bo> »O • • • 5m > Sm+l > • • • b/«+« 

vorgegeben sind. Die zugehörigen Werthe heifseu 

Gäbe es zwei Functionen --,yr- der verlangten Art, so müfste die 

Gleichung 

fnGm-Fng„,^0 

(n + w)**'" Grades (n + w + l) Wurzeln g haben; das geht nicht an, 
folglich ist die Forderung eine bestimmte und es fragt sich nur, wie 
die arithmetische Abhängigkeit der rationalen Function von dem Werthe 
der Yariabeln ausfallen mufs, damit die Function den Anforderungen 
genügt. 

Setzt man zunächst voraus, dafs n der Werthe ij etwa 17m +» 
(1/ B= 1, 2, ... n) Null sind, dann besitzt der Zähler /*« die Gestalt: 
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n 
y = 1 

WO a vorderhand willkürlich ist — Die Fuuction gm mufs für a;«=S^ 
(^ = 0,1,2,.,. m) den Werth 



n 



annehmen, sonst könnte ,7^1 nicht bleich w^ werden. 
Bezeichnet man 

so wird der Nenner nach der Lagr angesehen Formel gleich 

m 






ZU setzen sein. 

Die Function -^ , welche an den Stellen 

g^ (^ — 3 0, 1, . . . m) die Werthe i^^, 
an den Stellen Im+r (i^ "» l^ 2, . . . n) den Werth Null 
annimmt, erhält dann die Gestalt: 



n 



v=l 



m 






Giht man der willkürlichen (konstanten a den Werth 



m 



JJ (&-!.»+») • JY(li- &»+») • • • JJ(«m-£»+r) JJ(Sm-6»+») 

und bildet darauf die Summe aller aus dem Zahler ^ / / (^ — Im+r) 

und ebenso dfe Summe aller aus dem obigen Nenner durch Permuta- 
tion der Indices 

0, 1, 2y . . . m, m -^ 1, . . . m -|- M 
entstehenden Ausdrücke, so ist der Quotient derselben die ursprüng- 

lieh verlangte Function -^ • *) 

*) Die Lösung der letzten Aufgabe stammt von Cauchy her. 



BieriBAnB, FvBotionentheoric. 9 



Drittes Capitel. 
I. Abschnitt. 

Potenzreihen einer und mehrerer Variabeln. 



§ 26. GleichmäDBige ConTergenz. 

Wie wir das System rationaler Zahlengröfsen verwandten, um die 
allgemeineren irrationalen Grölsen zu definiren, wollen wir die ratio- 
ualen (ganzen und gebrochenen) Functionen zur Bildung neuer mit 
den Variabeln veränderlicher Gröfsen benützen. 

Verknüpft man rationale Functionen eine endliche Anzahl Male 
durch die elementaren Rechnungsoperationen, so entstehen immer* 
wieder rationale Functionen. Um etwas Neues zu Tage zu fördern^ 
müssen wir eine unendliche Anzahl rationaler Functionen 

vorlegen und diese verknüpfen , etwa durch Summation. Wir stellen 
uns also geradezu die Aufgabe, die Summe unendlich vieler rationaler 
Functionen 



OD 



2 u^) =■ j'(«) 

zu untersuchen. 

Die noth wendige und hinreichende Bedingung da^, dafs diese 
Summe an einer Stelle x^=» Xq eine bestimmte (von der Anordnung 
der Summanden unabhängige) Bedeutung habe, besteht in der Gon- 
vergenz der Reihe der absoluten Beträge:, 



OD 



2 



/V(^o) 



denn dann kann man nach Annahme einer beliebig kleinen Gro&e ä 
stets ein solches v^^n ausfindig machen , dafs der absolute Betrag 
jeder Differenz 



2 ^'(^«^ - 2 ^'^''•'^ 

»=1 r=l 



sobald nur m> n ist 
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Damit die durch die Summe definirte Orofse F{x) die rationale 
Function umfasse oder nur irgend etwas mit der rationalen Function 
gemein habe, müssen wir voraussetzen, dafs die Summe nicht blos 
für einzelne Werthe der Yariabeln^ sondern für alle Stellen eines wenn 
auch noch so kleinen Bereiches in der Umgebung einer ersten Stelle Xq 
absolut und somit auch unbedingt convergirL 

Soll die unendliche Reihe in einem Bereiche unabhängig von der 
Anordnung ihrer OHeder /; d. h. unbedingt convergiren, so mufs man 
nach Annahme einer Gröfse 6 eine jbK^endliche Anzahl Ton Gliedern 
derart abtrennen können, dafs der absolute Betrag der Summe yon 
beliebig vielen der übrig bleibenden Glieder für jeden Werth von x 
aus dem Bereiche um Xq kleiner ist als 8. Diese Bedingung wird 
offenbar erfüUt sein, sobald man eine Reihe solcher positiver Grofseu 

Cv| « Ua y • • • CC^ j • • • • 

von endlicher Summe angeben kann, dafs für jeden der in Rede stehen- 
den Variabelnwerthe 

\fA<t^ (v-l, 2 ...). 

Die Gesammtheit der Stellen x^y für welche die Gonvergenzbedingung 
erfüllt ist, constituirt den Coi^vergembereid^ der Summe. Dieser Be- 
reich besteht nothwendig aus einem oder mehreren von einander ge- 
trennten zweifach ausgedehnten Bereichen und jeder bildet ein zu- 
sammenhangendes Continuum. 

Ob der Convergenzbereich einer Summe rationaler Functionen 
stets begrenzt sein mufs, ob er sich in das Unendliche erstrecken d. h. 
die Umgebung der wnendlich fernen Stelle x^^cx> enthalten kann, 
werden wir zu untersuchen haben; hier mag nur hervorgehoben werden, 
dafs der Convergenzbereich der Summe einer endlichen Anzahl ganzer 
rationaler Functionen durch die Stelle oo, der der Summe einer end- 
lichen Anzahl echt gebrochener rationaler Functionen durch die Null- 
st«llen der Ne4ner begrenzt ist, indem die einzelne dieser Functionen 
an den Stellen, wo der Nenner verschwindet, unendlich wird, und an 
der unendlich fernen Stelle das einzelne Glied der Partialbruchzerlegung 



Null ist, weil der absolute Betrag dort verschwindet. — 

Man sieht leicht, dais die Summe ^^ AC^)« welche einen Con- 

vergenzbereich besitzt, keineswegs eine stetig veränderliche Grofse 
y sBs F(x) definiren mufs; denn wenn F{x) an einer Stelle Xq des 
Convergenzbereiches stetig sein soll, so mufs man nach Annahme 
einer willkürlich kleinen Grofse 8 eine Umgebung q von Xq angeben 

können^ dafs für alle der Bedingung 

9* 
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I » - «0 I< P 
genügenden Stellen x der absolute Betrag 

I F(x) - F(x,) I 
oder 

I (/; w - fi M + (ACa;) - /iM + • • • I 

kleiner wird als d und diese Bedingung braucht nicht erfüllt zu sein. 
Wenngleich der absolute Betrag jeder einzelnen Differenz (/ir(a;) — /y(^o)) 
beliebig klein gemacht werden kann^ ist durchaus noch nicht noth- 
wendig; dafs der absolute Betrag der Summe unendlich vieler beliebig 
kleiner Gröfsen dy endlich oder gar kleiner wird als d. 

Denkt man nach Fixirung eines endlichen Convei^enzbereiches 
unserer Summe in jedem Punkte des Inneren und der Begrenzung ein 
Loth auf die Ebene der Yariabeln x errichtet und darauf eine Strecke 

abgetragen, die als Maafs des absoluten Betrages ^^ fvi^o) 



anzusehen 



ist, so kann es möglich sein, dafs um den Endpunkt jedes Lothes 
eine Eugel zu legen ist, welche keinen anderen Endpunkt enthält. 
Dieses Bild veranschaulicht, welch grofse Regellosigkeit in den Werthen 

^ fv {x) selbst d^nn zurückbleibt, wenn wir annehmen, dafs ein 

Convergenzbereich existirt. 

Wir wollen -die Convergenz der Summe ^ fy{x) so beschränken, 

dafs die durch dieselbe definirte Grofse F(x) ebenso wie die rationale 
Function stetig wird. Wir setzen fest: 

Die unendliche Reihe ^ fy{x) convergire in einem Bereiche 

{A) derart, dafs sich nach Annahme einer willkürlich kleinen posi- 
tiven Grofse S eine ganze Zahl m so bestimmen läfst, dafs der ab- 
solute Betrag der Summe 

OD 



»•=:n 



für jeden Werth von n'^m und jede Stelle x des Bereiches kleiner 
wird als d. Dann heifse die Reihe in dem Bereiche {Ä) gleich- 
mäfsig convergent.*) 
So ist z. B. die Reihe 

00 

in dem durch die Bedingungen 



*) WeierstrafB, Abhandlungen aus der Functionenlehre S. 70. 
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definirten Bereiche gleichmäfsig convergeni, denn man kann eine ganze 
Zahl m so hestimmen, da£s 

ja;» + a;«+i -I | ^ g« + |«+i -| «, |« _i_ 

für jedes n'^m und jede der genannten Stellen kleiner wird als eine 
beliebig kleine Gröfse S. 

Offenbar liegt in dieser Definition der gleichmäfsig convergenten 
Reihe nichts, woraus man schliefsen könnte, die Reihe sei auch unbe- 
dingt convergent. Nehmen wir daher nur an , dafs die bestimmte Reihe 

ft(x) + f^{x) -\- ■ • ■ + Mx) + • • • 

bei der angegebenen Gliederfolge für x ==^ a convergirt, so kann man 
möglicherweise der Stelle x = a eine solche Umgebung r zuordnen, 
dafs die Reihe für alle der Bedingung \x — a| ^ ^ genügenden Werthe 
gleichmäfsig convergirt und man sagt dann, die Reihe convergirt in 
der Nähe von a gleichmäfsig. 

Die für die Art der gleichmäfsigen Convergenz charakteristische 
ganze Zahl m ist auch als obere Grenze derjenigen Werthe zu deuten, 
welche sich ergeben, indem man für die in Rede stehenden Stellen x' 
Zahlen m' sucht, bei denen 



00 n 

^ fr{x') -'S f^i'^') 

1 1 



<s 



wird, sobald n'^m' ist. — Ist die obere Grenze nicht endlich, so 
kann zwar die Reihe an jeder einzelnen Stelle convergiren, sie con- 
vergirt aber nicht gleichmäfsig in dem durch die Gesammtheit der 
Stellen constituirten Bereiche. 

Die Umgebungen jeder einzelnen Stelle a, in deren Nähe die Reihe 
gleichmäfsig convergirt, haben eine obere Grenze i2. Die Gesammtheit 
der durch die Bedingung 

|a; — a| < JB • 

gekennzeichneten Stellen nennt man kurzweg die Umgebung von (a). 
Geht man von dieser aus, so gelangt man — den Begriff der Um- 
gebung in diesem Sinne nehmend — auf bekannte Weise zu einem 
Continuum von Stellen, in deren Nähe die Reihe gleichmäfsig con- 
vergirt, dem Bereiche gleichmäfsiger Convergenz. 

Weifs man, dafs eine Reihe in der Nähe jeder Stelle gleichmäfsig 
convergirt, die im Innern oder auf der Begrenzung eines Continuums 
liegt, so convergirt sie auch in dem ganzen Bereiche gleichmäfsig. 

Dieser Satz ist gerade so zu beweisen, wie der bereits erledigte 
Satz : eine an jeder SteUe eines Continuums stetig veränderliche Grröfse 
ist in dem ganzen Continuum stetig, und darum unterdrücken wir hier 
den Beweis. Es soll nur bemerkt werden, dafs der Radius der Um- 
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gebuug einer der Umgebung B von a angehörigen Stelle b innerhalb 

der Grenzen liegt 

B — d und B + d, 
wo d «=» |6 — a\ ist. 

Jetzt behaupten wir, dais die Summe einer Beihe innerhalb ihres 

Bereiches gleichmäfsiger Convergene eine stetig verändefliche GrÖfse ist. 

qp 

In der That: ist a eine Stelle^ in deren Nähe die Reihe ^ fvfj^) 

gleichmäfsig <;onyergirt , und ist d eine beliebig kleine positive Grofse, 
die wir in die Summe von d^ und ^j zerlegt denken, so kann man 
eine ganze Zahl m derart angeben, dafs in gewisser Nähe von a der 
absolute Betrag von 

2 ^'(^) 



9=» 



kleiner wird als eine Grofse £, sobald n > m ist, und 



09 



t=zn 



< 



2fM 



r:=in 



+ 



2Ua) 



»BB» 



<*. 



wird. Wählt man dann noch eine Umgebung von a so klein, dafs auch 



V(/;(^)-/;(a)) 



v=l 



<*, 



wird, so ist die für die Stetigkeit von F(x) an der Stelle a noth* 
wendige Bedingung 

\F{x)^F{a)\<d 

erfüllt und die Behauptung erwiesen. 

Von einer unendlichen Reihe rationaler Functionen mehrerer Va- 
riabeln 

OD 

*=1 

sagt man ebenfalls, sie convergirt in einem 2n-fach ausgedehnten zu- 
sammenhängenden Bereiche gleichmäfsig , wenn man nach Annahme 
einer beliebig kleinen Gröfse d eine ganze Zahl m so angeben kann, 
dafs der absolute Betrag der Summe 

00 

für jede dem Bereiche angehörige Stelle (x) kleiner ist als ^, sobald 
nP^m ist. 

Convergirt die Reihe in der Nähe einer Stelle {x) gleichmälsig, 
so kann man, von diesem Bereiche ausgehend, ein 2n-fach ausgedehntes 
Gontinuum von Stellen finden, in deren Nähe die Reihe gleiehmäfsig 
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convergirt. Iif diesem Bereiche gleichmäfsiger CoDTergenz ist die durch 
die unendliche Reihe definirte Grofse wieder stetig, denn man kann 
einer Stelle (a) dieses Bereiches eine solche Umgebung (ä) zuordnen, 
dafs für jede Stelle (a + Ä) , wo 

\K\ < S^ (v = 1, 2 . . . n), 

der absolute Betrag der Differenz 

F{a^ + Ä,, «2 + ^2; •••0^11 + Ä») — F(axy aj, ... a») 
kleiner wird als eine beliebig kleine vorgegebene Grofse. 

§ 27. Potenzreihen. 

Wir beschäftigen uns nunmehr mit den aus unendlich vielen 
ganzen rationalen Functionen einer oder mehrerer Variabeln: 

gebildeten Reihen: 

OD 00 

die nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Potenisreihen heifsen, 
und mit 

bezeichnet werden sollen. 

Soll die unendliche Potenzreihe an einer Stelle a oder (a) einen 
von der Summationsfolge unabhängigen endlichen Werth besitzen, so 
mufs die Summe der absoluten Beträge der einzelnen Glieder an der 
genannten Stelle convergiren. Wenn diese Summe für das Werthe- 
sjstem X SB a respective Xv = Ov (t' «=> 1, 2, . . . n) nicht endlich ist; 
kann die Summe umsoweniger an einer Stelle convergiren, für die 

\x\ > \a\ oder \x^\ > |a,| (v = 1, 2 . . . w) 
ist. Wenn aber in der Fotenzreihe ""^{x) der absolute Betrag jedes 
Gliedes |a»flJ*| /wr em«« Werth von x mit dem Betrage So endlich und 
deshalb Meiner bleibt als eine positive angebbare Grofse g, so ist die 
Bdhe für aüe der Bedingung 

genügenden Werthe absolut und gleichmäfsig convergent. 
Der Voraussetzung zufolge ist 

und daher 

\a,x^\ = \a^\l' <g(^^' 

*) Wo (^y) =» anitatt ^i, f4, . . . j*^ « geachrieben ist. 
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Weil dann 

und hierin -|- < 1 ist, bleibt der absolute Betrag der Potenzreibe 

bO 

und die Reihe der absoluten Beträge der Glieder a^x* endlich, welches 
auch der Werth von |a;| = S < 6o sei. 

Die Potenzreihe ist in dem durch die Bedingung |a:| < So ^^^' 
nirten Bereiche auch gleichmäfsig convergent. Denn wenn eine be- 
liebig kleine Gröfse d vorgegeben wird, so kann man immer eine ganze 
Zahl m so bestimmen, dafs « 



OS 

indem in der Ungleichung: 



< d (w ^ »») » 



oo 



»=» r=fi \ "" / 1 — -^ 

die rechte Seite durch passende Wahl von n der Forderung gemafs 
beliebig klein zu machen ist. 

Die Potenereihe ^(x) ist als gleichmäfsig convergente Reihe in 
dem Convergenisbereiche stetig. 

Ertheilt man x einen besonderen Werth x^^ y so sind durch die ab- 
soluten Betrage 

|a.Vl (v — 0, 1, 2...) 

unendlich viele positive Grofsen definirt, welche eine obere Grenze be- 
sitzen. Ist diese Grenze endlich , so convergirt die Reihe för jedes x, 
welches der Bedingung | :r | < | o^o | =» £o genügt. Nun sind auch un- 
endlich viele Grofsen ^ definirt, die selbst eine obere Grenze 12 haben, 
und solange |rr| < 12, convergirt die Reihe. Ist aber |a;| >12, so 
divergirt die Potenzreihe, denn dann werden einzelne Glieder unendlich 
grofs. Für die durch die Bedingung |a;| = 12 charakterisirten Stellen 
kann die Reihe durchweg convergiren, oder divergiren, oder an ein- 
zelnen Stellen divergiren und an anderen convergiren, darüber kann 
man hier nicht entscheiden. 

Der Gonvergenzbereich der Potenzreihe ^(x) ist darnach in der 
Ebene der Variabeln durch eine Kreisfläche mit dem Radius 12 um die 
Stelle X ^=^0 repräsentirt, und 12 heifst der Convergenzradius. 

Für die Potenzreihe $(^u ^2? * • • ^n) bestehen analoge Sätze. 

Kann man solche Werthe x^^^\ X2^^\ . . . xf^^ mit den absoluten 
Beträgen S/^), gj^^^ * * * ^n ^ angeben, dals der absolute Betrag jedes 
Gliedes der Reihe für dieses Werthesystem kleiner bleibt als eine 
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angebbare Gröfse g^ so convergirt die Reihe für alle durch die Be- 
dingungen 

lv = \x,\<lf (i/=l,2...n) 

bestimmten Werthesysteme {x) absolut und gleichmäfsig. 
Für solche Werthesysteme ist wieder: 

und deshalb 



00 oo 



Die Reihe ^{x^, a;,, . .• • Xn) convergirt in der Umgebung (|t®)) der 
Stelle (0) unbedingt, denn die rechte Seite unserer Ungleichung bleibt 
daselbst endlich, sie convergirt aber auch gleichmäfsig, da man stets 
solche ganze Zahlen m^, fiß2} - * - ^n finden kann, dafs der absolute 
Betrag der Reihe 



00 



(/<v)=(«v) 

der ja kleiner ist als 

an jeder Stelle der genannten Umgebung von (0) kleiner gemacht 
werden kann, als eine beliebig kleine vorgegebene Grofse 8, sobald 
nur n^^m^f n^'^m^y . . . n« ^ m« . Dann ist es aber ein Leichtes, 
gerade die Bedingung erfüllt zu sehen, welche die Definition der gleich- 
mäfsigen Convergenz vorschreibt, wenn man nur m die grofste der 
Zahlen m, nennt. 

Um eine Zahl m der verlangten Art ausfindig zu machen, denke 
man die kleinste der positiven Gröfsen l/^^), gj^^^ • • • 5«^ ausgewählt, 
— sie heifse S<^) — dann wird die gegebene Reihe an allen Stellen 
(x)j für welche 



*) Die hier angeschriebene Gleichheit können wir leicht beBtäiigen, da wir 
wiesen , wie man die für j— (»=1, 2 . , . n) zu setzenden unendlichen 



Beihen mit einander mnltiplicirt. 
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\x.\ <6<«\ (i/ = l, 2..n) 
absolut convergiren und man darf die Reihe nach den Gliedern glei- 
cher Dimension fij -h f^2 ~^ ' ' * ~f~ f^» *^ f^ ordnen. Ersetzt man hierauf 

x^ durch c^x^ (v = 1 , 2 . . n) , 

wo die von Null Terschiedenen Grofsen Cr nur die Bedingung zu er- 
füllen haben ^ dafs nach der Substitution die Coefficienten der Potenzen 
von X nicht alle verschwinden, so erhält man eine Reihe: 



2 

M=0 



Af,x^ 



und für diese suche man ein m so, dafs für alle Stellen der kleinsten 

t(0) 

der Umgebungen -p-p der absolute Betrag jeder Summe 



IM 



OD 



y', A^7^ (m' > m) 



>m 



kleiner wird als d. — Dann ist die Zahl 'm eine der verlangten Art. 

Ist g(0) die kleinste der Grofsen g,(o), $./»). . . gJI» und R ihre obere 

Grenze, so convergirt die Potenzreihe für alle Stellen des Bereiches 

\Xy\ <R (i;= 1, 2, ..n). 

Die Reihe convergirt möglicherweise auch für Werthesysteme 

für die 

\x^\ > Ry |a?2| > i2, ... \Xn~-\\ > ü, aber \Xn\ < R . 
Wir schenken aber der eben definirten Gröfse- jß unsere Aufmerksamkeit, 
weil wir gerade diese den Convergenzradius nennen können und damit 
eine Bestinmitheit der Ausdrucksweise erzielen, wie bei der Potenz- 
reihe einer Yariabeln. 



§ 28. Der wahre Convergenzradius einer Fotenzreihe einer 

Variabein. 

00 

Wir kehren zu den Potenzreihen ^ (x) =^ a^ix^ zurück und be- 
merken, wenn der absolute Betrag des Quotienten der Coefficienten 



aufeinanderfolgender Glieder 



v + i 



stets gröfser ist als eine nock so 



Meine aber endliche Gröfse r, so ist die Fotenzreihe mindestens solange 
convergent als \x\ < r ist. 

Es folgt aus den Ungleichungen: 






< 



»1 



<7-' 



a. 



-v-i 



<h 



durch Multiplication 
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«0 



< -— oder lo^lr" < {a^ 



rv 



für jedes v, d. h. der absolute Betrag jedes Gliedes a^x^ bleibt kleiner 
als die endliche Gröfse |ao|, wenn nur l^l^t* ist, aber dann con- 
yergirt die Reihe für alle Werthe des durch die Bedingung |a;| < r 
bestimmten Bereiches. 

Der so gefundene Convergenzbereich braucht nicht der „wahre" 
zu sein, d. h. derjenige, welcher das Gebiet der Stellen , wo ^{x) endlich 
ist, von dem Gebiete trennt^ wo die Potenzreihe divergirt. 

Die Existenz dieses wahren Gonvergenzkreises ist uns zwar schon 
klar^ doch wollen wir einen Beweis für dieselben erbringen. Wir be- 
haupten also: 

Wenn eine Potenzreihe ^(x) für gewisse Stellen endlich und für 
andere in grofserer Entfernung von der Stelle x ^^0 nicht endlich 
ist, dann gibt es einen wahren Convergenzkreis. 

Der Voraussetzung nach findet sich in der Reihe von Werthen: 

*(0), 5ß(l), 5ß(2)...5ß(n)... 

ein erster nicht endlicher z. B. $(n -{- 1), dann gibt es in der neuen 
Werthereihe 

wieder einen letzten endlichen Werth, er heifse '^\n-{-—'-j. Be- 
stimmen wir ferner einen letzten Werth: 

97l| I tflf 



n + ^ + 



für welchen ^(x) endlich ist, fahren so fort und nehmen gleich an, 
dafs wir durch eine endliche Anzahl von Successionen nicht zu dem 
wahren Convei^enzradius gelangen, so haben wir eine Grofse 

B = „ + -^ + ^ + ^ + . . . 

definirt, die wegen der Beziehungen 
und der Ungleichung 

U<w+1 + — + -VH = wH — ^- 

' ' w ' I»« ' ' . 1 



1 — 



m 

mit n endlich ist. Diese Gröfse ist der wahre Convergenzradins, denn 
nach Annahme einer willkürlich kleinen Gr&fse d kann man stets eine 
ganze Zahl v so bestimmen, dafs 
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m 
wird, und 

ist noch endlich, aber für eine positive Grofse o; «= Jß' > 12 kann die 
Potenzreihe nicht mehr convergiren. Man kann zwar die ganze Zahl 
V noch so wählen y dafs 

bleibt, aber der Definition von B zufolge kann ^ | IZ -j ] nicht 

endlich sein. 

Der Kreis mit dem Radius 12 um die Stelle x^^Q Ukt demnach 
die Eigenschaft des wahren üonvergenzkreises. 

Eine Potenzreihe kann entweder für jeden endlichen Werth der 
Variabein oder beständig convergiren, danu ist der wahre Convergenz- 
radius unendlich, oder sie hat nur einen unendlichen Convergenz- 
bereich um die Stelle Null (der wahre Convergenzradius ist endlich), 
und schliefslich kann sie den Convergenzradius Null haben, ^m^ z. B. 
die Reihe 



00 



<^{x) — ^n\ a;» = 1 + a; + 2! «2 _)_ 3! a^ + 

fi=0 

Wie klein man hier auch |a;| annehmen mag, die Werthe |n! ^| 

wachsen mit n ins Unendliche und der Quotient __ ^ ebenso, daher 
ist 12 und natürlich auch r Null. 
Die Reihe 

convergirt jedenfalls für die Werthe x^ deren absoluter Betrag kleiner 
ist als 1, denn der Quotient 

(:l)-'{i^)-^+^ (»=0,1,2...) 

hat den kleinsten Werth 1. Der wahre Convergenzradius 12 ist 
aber grofser als r <» 1 , und zwar unendlich, denn wie grofs man auch 
|a;| =s ^ wählen mag, der absolute Betrag der einzelnen Glieder bleibt 
unter einer angebbaren Grofse g. Man kann ja zu jedem endlichen 
Werthe ^ ein n so bestimmen, dafn 

w>| > « — 1, 

und dann bleibt der absolute Betrag jedes auf das n^^ folgenden Gliedei^ 

^(n-l)! 
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Die Reihe 

1+^ + ^^ "+■••• + ^* + '** 
besitzt den endlichen ConvergeDzradius 12 «a r «» 1. 

§ 29. Ein Satz über die Coeffleienten der Potenzreihen. 

Wir haben jetzt einen Satz zu beweisen^ der uns einen ^chtigen 
Aufschlafs über dieCoefficienten convergenter Potenzreihen geben wird.*) 
Sind in der rationalen Function 

f(x) = ao + ö5, a:*"» + ajaJ^ -|- . . . -(- arX"*r , 

die Exponenten m, , m, . . . fMr positive und negative ganze Zahlen, 
und bezeichnet g die obere Grenze der Werthe von | f{x) \ für alle 
Werthe x mit dem absoluten Betrage l, so hat g den Werth \a\ 
zur unteren Orenze. 
Versteht man unter & eine Grofse von dem absoluten Betrage 1, 
die aber keiner der Gleichungen 

^"»^=1 ((> = 1, 2...r) 

genügt — und solcher Grofsen gibt es unendlich viele, da wir nur 
eine endliche Anzahl von Werthen ausgeschlossen haben — und bildet 
man die Ausdrücke: 

AS) =ao+«tS"'' +«2?"^ H t-arg"^ 

/•(gö«) ^ao + öig'^'ö^m. +026«'©«»»« H [-arg"^Ö*"^ 

so wird die Summe dieser nach Division durch n 

Der absolute Betrag der linken und deshalb auch der absolute Be- 
trag der rechten Seite ist nicht gröfser als die obere Grenze g. Rechts 
kann aber zufolge der Voraussetzung über die Grofse @ kein Summand 
über jede Grenze wachsen ; und bei hinlänglich grofsem n wird der 
rechtsstehende Ausdruck von a^ um eine beliebig kleine Grofse d« ab- 
weichen; sein absoluter Betrag 

wird kleiner als g, oder höchstens gleich g. 

Wäre nun |ao| > g, so könnte man ein n so bestimmen, dafs auch 

\(k\-\^n\>g 

*) Siehe Pincherle S. 334 und Weieratrafa S. 93. 
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würde, aber dann müfste wegen der Ungleichung: 

l«o + *«l>l«ol-|*.| 
anch 

l«o + *«l >9 

sein. Das ist nicht der Fall, folglich wird in der That 

Ist hierauf die obere Grenze der Werthe einer conyergenten 
Potenzreihe 



»2=0 

mit dem Convergenzradius B, für diejenigen Werthe x, deren ab- 
soluter Betrag |a;| =» g < jß ist, gleich g^ so genügt der absolute 
Betrctg des Coefficienten a^ der Ungleichung oder Gleichung: 

Bildet man nämlich das Product: 
so kann man in der Reihe 

CO 

ein fi «»971 so angeben , dafs der absolute Betrag 

00 

/4=m+l 

für die der Bedingung |^| ^ S genügenden x Werthe kleiner wird als 
die beliebig kleine positive Grofse £. Ist dann d eine Grofse, deren 
absoluter Betrag |d| < £ ist, so wird 

und umsomehr 



m 



Die obere Grenze der rechten Seite, wo |a;| <= { zu setzen ist, wird 
nach dem früheren Satze niemals kleiner als la^j, daher ist 

und weil s willkürlich klein ist, gilt 

I «y| ^ 9^'^ oder gP>: | a,| |* . *) 
Ist eine Potenzreihe mit negativen Potenzen 

*) Man beachte, daCs dieser Satz und der voranstehende Hilfssatz nur be- 
wiesen werden kann, wenn wir oompleze Variabein in Rechnung ziehen. 
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00 



di, ™ ™ b«te. mit 

bezeicbDen, vorgelegt^ so lassen sich für diese die früheren Betrach- 
tangen wiederholen , wenn man nur bemerkt, dafs sie durch die Sub- 
stitution 

1 

y 

in eine Reihe ^(j/) übergeht. 

Wenn SJJ (y) in dem Bereiche | y | < JB um die Stelle y «= con- 

vergirt, so convergirt ^(— ) aufserhalb der um die Stelle x=»0 liegen- 
den Kreisfläche mit dem Kadius ^ «s jß^ , denn zu einer Stelle in dem 

ersten Bereiche gehört eine und nur eine Stelle des zweiten Bereiches 
nnd umgekehi*t und die Grenzstellen |y| = jß haben ihre entsprechen- 
den auf dem Kreise |a;| «=» ^ • 

Ist die obere Grenze der Werthe |^(y)| für die der Bedingung 
|y! = ^ < J^ genügenden y Werthe g, so gilt 

und wenn |a?| = | «= - ist, 

Der Convergenzbereich einer aus unendlich vielen Gliedern mit 
positiven uud negativen Potenzen gebildeten Reihe 

Fix) = ^ a,a^ = ^ 5P, (a;) + ^, {~) 

kann nur ein Kreisring, d. h. ein durch die Bedingungen 

ü, < \x\ < JB, 
definirter Bereich sein, denn wenn die Reihen 



OD 00 



für solche x Werthe convergiren, deren absoluter Betrag 

|fl;| < ü, respective \x\ > R^ 

ist, kann die Summe nur in dem genannten Bereiche endlich sein. 

Ist iJj > 12,; d. h. enthält der Bereich , wo |rr| < JS, ist, keine 
Stelle ; welche aufserhalb der Umgebui^ jßj der Stelle Null liegt, so 
convergirt die Reihe F(x) nirgends und ist U, = Bj; so kann P{x) 
höchstens an Stellen des Kreises |a;| *= JB, convergiren. 
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Zur Ableitung des dem frühereD analogen Satzes f&r die Coeffi- 
tiienten einer Potenzreihe 



OD 



benöthigen wir den Hilfssatz über die rationale Function: 

= ao + a, x;^^'^ x^^'"^ . . . aj«^*^ -\ 1- a^x^^^"^ x^^"^ • • • aj*«^'"^ , 

in der m^^^ , Wj^^ . . . wjj) (p -» 1 , 2 . . r) positive oder negative Zahlen 
bezeichnen, welchem Satze gemäfs die obere Grenze g der Werthe von 

1/(^1 » x^y ... a?«) I 
für alle Werthesysteme (a;, , x^^ ... a?«), bei denen 

I aj| I = 6| , I ^2 1 '^^ «2 > • • • I ^n I = 6« 

ist, die untere Grenze |ao| besitzt 

Wählt man n Grofsen 9, , ^^ - • • ®» derart, dafs 

I8J-1, |©,| = 1, ...|ö.| = l, 
aber &, keiner der Gleichungen 

genügt und bildet man die Summe: 

m 

so ist der absolute Betrag dieser Ausdrücke nicht gröfser als g. Da 
die rechte Seite nach passender Wahl von m beliebig wenig von Oq 
verschieden sein wird, etwa um d|„, so ist 

Wäre nun |ao| > ^, so müfste auch ein solches 6m existiren , dafs noch 

l»ol — l*m| >g 

und umsomehr 

|ao + ^m| >g 
ausßlllt. Der so hervorgebrachte Widerspruch verlangt, dafs man 

setzt. 

Ist dann die obere Grenze der Werthe von |^(a;, , x^^ .. .x»)! 



Poteuzreihen einer und mehrerer Yariabeln. 145 

für alle Werthesysieme (x), für welche \Xt\ = ^v (^ =■ l » 2, . . . n) 
ist, gleich g^ so wird 

und für solche Stellen (x), die innerhalb der durch die Grofsen g, 
fixirten Umgebung der Stelle (0) liegen, ist 

Dann wird also der absolute Betrag des einzelnen Gliedes unserer 
Potenzreihe nicht grofser als der des gleichnamigen Gliedes der Reihe für 

Die Erweiterung dieses Theorems auf den Fall einer Potenzreihe 



*? 



P(a?,, X2 . . • Xn) —V ö/*n/4,.../*,a;,^*a;2''« . . . a^n = 

(45^0 
wo der Strich bei der Summe anzeigt , dafs man die Combination 
|ii BS fft, "^ • • ' '^ f*» "^ ^ auszuschliefsen habe , bildet keine Schwierig- 
keit. Es mag nur heryorgehoben werden, dafs der durch die Be- 
dingungen 

^<*') < \x^\ < Bi(*) (1/ = 1, 2 ... n) 

definirte 2n-fach ausgedehnte zusammenhängende Convergenzbereich 
auch dadurch ausgezeichnet sein kann, dafs einige der Grofsen R^^^^ 
yerschwinden. 

§ 30. Summen unendlich vieler Potenzreihen. 

Die Addition einer endlichen Anzahl von Potenzreihen ^^(x) oder 
T^[x)j die einen gemeinsamen Convergenzbereich besitzen, bedarf keiner 
weiteren Erwägungen, denn es ist klar, dafs die Summe der Reihen 

30 - j- OD 

^»(«) -=2 '*M ' *^ °^^^ ■^•(*) °° S '*r*^ (v — 1 , 2 . . . «) 

selbst wieder Potenzreihen 

Biermana, Vunctioucntheoxla. 10 
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sind , die in dem den gegebenen Reihen gemeinsamen Convergenzkreise 
oder Ringe convergiren werden. 

Sind unendlich viele Potenzreihen gegeben, so können wir die 
Summe nicht ohne Weiteres durch Vereinigung der gleichnamigen 
Glieder in eine Potenzreihe 

OD -f- aP 

^A^ x" oder '^A^ xi^ 
transformiren ; wo 

ist. Setzen wir aber fest, dafs man einen Kreis mit dem Radius 12 
oder einen Kreisring mit den Radien 12, und 12} (0 < 12, < 1^2) an- 
geben kann , in welchem nicht allein jede einzelne Reihe ^ipipo) bezw. 
P,(a;), sondern auch die Summen 

CD 00 

y^{x) resp. ^PA<i^) 

der in bestimmter Aufeinanderfolge gegebenen Reihen 

%(x), P.{x) (i/ = l,2...) 

endlich sind und für alle x Werthe von gleichem absoluten Betrage 
gleichmäfsig convergiren, so kann man zeigen , dafs die Summe 



2<' = ^^ 

9= 1 

für jeden bestimmten Werth von [i einen bestimmten endlichen Werth 
annimmt und in den genannten Bereichen die Reihen 

OD 4- CD 

unbedingt und gleichmäfsig convergiren und 

OD flO 

wird. 

Wir beschäftigen uns mit dem Falle, wo die unendlich vielen 
Reihen 

gegeben sind.*) 

Ist r eine in dem Intervalle von 12, bis 122 gelegene positive und 
€ eine beliebig kleine positive Gröfse, so kann man zufolge der Fest- 
^ Setzungen eine ganze Zahl m derart bestimmen , dafs der absolute Be- 
trag der Summe 

*) S. Weierstrafs, Zur FunctioneDlehre , Monatsber. der Berl. Akad. 1880. 
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5^»(^) 



V = fl 



für jeden Werth von x^ dessen absoluter Betrag gleich r ist und für 
jede ganze Zahl n^m kleiner wird als s. Ist n'^w, so mufs des- 
halb auch 



00 



^p^ix) 



y=« 



< € und 






v=zn 



< 2s 



werden. 

Ziehen wir die hier genannten (w' — n) Potenzreihen zusammen, 

indem wir die Glieder gleicher Potenzen vereinigen, so wird der Co- 
li' 

efficient von xf^^ nämlich ^.aJT^, der BediuguBg genügen: 



v:=M 



1» = « 



<2sr-f' 



00 



und diese Ungleichung reicht zu dem Schlüsse hin , dafs ^ aJT^ = A, 
einen endlichen bestimmten Werth besitzt. 



v= I 



Die nun formal zu bildende Potenzreihe 



Pix) 




A^xf' 



fl = OD 



convergirt in dem Bereiche, wo jR, < |a;| < JBj ist, unbedingt. Zum 
Beweise nehme man zwei positive Grofsen r^ und r^y so dafs 

J^i < ^1 < ^ < ^2 < -^2 
wird und wähle die ganze Zahl n derart, dafs 






kleiner als 2«r2""'* und somit auch kleiner als 2ar{^f' ist, dann wird 



OD 



2«r 



<: 2 £ r-i' und 



1» = « 
Bezeichnet man hierauf 



oo 



2«. 






^2£r2-^. 



00 



^a^ = Afi ^% *= ^fi } 



wonach 



»=i 



vs:« 



Au, = A/i -f- Afi 



zu setzen ist , so wird für die x Werthe von dem absoluten Betrage r "' 






10' 
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und 



5MM<2.(;r^+-^) 



^Z= — 09 



-hoo 



d. h. die Reihe 

conTergirt unbedingt und gleichmäfsig. 

Die Summe der endlichen Anzahl von Reihen 



n — 1 4-op 



af 



besitzt selbstTent&idllch dieselben Eigenschaften und daher ist ancb 




Ä^xt" 



Pix) 



f* = — 00 

eine für jeden :r-Werth, dessen absoluter Betrag in dem Intervall 
von i2| bis jß, liegt , (ibsoUit^ unbedingt und gleichmäfsig convergevUe 
Reihe» 

OD 

Schliefslich ist die gewonnene Reihe JP{x) daselbst gleich ^,Py(a:)y 
denn man kann in der Ungleichung 



9=il 



^PM 



v=i 



+ 00 
fl = — OB 



'^P^ix) -%f oy 



V = « 



fi =: — OD 



< 






B stets so klein wählen, dafs die von n unabhängige rechte Seite fQr 
jeden Werth rBa|a;| unseres Intervalles kleiner wird als eine noch 
so kleine Gröise d, was für unsere Behauptung genügt. — 

Es sei andrerseits eine unendliche Anzahl von Potenzreihen meh- 
rerer Yariabeln in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben: 



QO 



'^v(X^ , ^2; . • • ^n) =2j «?..M,. ..^n ^\^' ^/' • • ' <" (l^ = 1 , 2, . . .) 

und es gebe eine Umgebung (iJ) der Stelle (0), für deren Punkte {x) 
jede einzelne Reihe S^y und auch die Summe 



OP 



y=l 



convergirt und zwar gleichmäfsig convergirt für alle Stellen (a;), bei 
denen 
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der Reihe nach denselben absoluten Betrag r^ < ü, , rj < JB2 > • • • 
r^ <; Bn besitzen. 

Jetzt kann man nach Angabe yon n Grofsen r^ , r^^ . , . r» und 
einer beliebig kleinen Grölse c eine ganze Zahl m so bestimmen, dals 
für 'jedes Werthesystem (ip,, a^j, . . . Xn) der Beschaffenheit: 

x,\ = 



r,, LT, 



t*2 7 • • • 5?« I — f « 



und jede ganze Zahl n>m 



Xi H?*(^l > ^2 > • • • ^w) 



r = » 



<«, 



und für jede ganze Zahl n '>n 



^^ -Py (^1 y X-^f , . » Xn) 



y = n 



<2«. 



Dann aber muis 



sein und 






»= « 






00 



f =1 



= -4. 



wird endlich. 

Die Potenzreihe 

OD 

ist in der Umgebung (12) von (0) auch unbedingt convergent, denn 
nach der Zerlegung 



30 



n— 1 

»= 1 » =n 



ist 






^^^ 



und für alle Stellen (x), für welche 
ist^ gilt die Beziehung: 



^n 



-2<[(>-^)(i-?>('-^)r. 

also die Summe links ist endlich. Dasselbe gilt für die Summe 



150 
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^1 A^^^ X**' T^ n/**»l 

und deshalb ist auch '^(a;, , o^j, • • . Xn) für die genannten Stelleu und 
in der ganzen Umgebung {li) von (0) endlich. 

Schliefslich gibt die durch Vereinigung der gleichnamigen Glieder 
unserer Reihen ^, gewonnenen Reihe ^ in der Umgebung (i2) der 



OD 



I 



Stelle (0) dieselben Werthe wie ^ ^,, denn es ist der absolute Betrag 



und kleiner als jede noch so kleine Gröfse d. 

Die Tragweite der vorstehenden Theoreme geht aus den folgenden 
Sätzen hervor: 

1) Das Product zweier in der Umgebung R der Stellen x = 
convergenten Potenzreihen 



00 



ao 



läfst sich in eine Potenzreihe entwickeln^ die in demselben 
Bereiche convergirt. 
In der That ist die Summe der unendlich vielen Potenzreihen 



OD 



hi ^^' ^1 ^p^r (/* == ^> 1; 2 . . .) 



^=0 



in der Umgebung R der Stelle gleichmäfsig convergent, denn es 
gibt eine solche ganze Zahl m, dai's für jedes x mit einem absoluten 
Betrage r < ü 



00 

/it = m' 



< € (m > m) und 



00 



%\i^)2^^x^ 



^ = TO 



<^r;^(^) 



wird, und weil die Reihe '|>i(^) daselbst convergirt, kann man m auch 
so wählen, dafs f p^, (x)! kleiner wird als eine beliebig kleine positive 
Gröfse S. 

Jetzt darf man die unendlich vielen Potenzreihen in der früheren 
Weise vereinigen und es wird : 



ao 



OD 



00 



= 2*^-10^ = %^{x) = ^>,(a:)/i?,(a;). 



i = i 



2) Eine ganze rationale Function 

fiVi , yj» • . • y«) 
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der n Potenzeiben 

yr = %{x) (i/=l,2, ...n) 

mit einem gemeinsamen Gonvergenzbereiche | o; | < 12 läfst sich 
in eine ebendaselbst convergeote Potenzreibe ""^{x) transfor- 
miren. 

3) Setzt man für y, Potenzeihen mehrerer Yariabeln 

y» = 45y(^i> a?2> • • • ^w); 
so gebt f{y^ ; ^2; . . • y«) in eine in dem gemeinsamen Conver- 
genzbereicb der Reiben ^^ convergente Potenzreibe über. 

4) Tritt an Stelle der ganzen rationalen Function f eine conver 
gente Potenzreibe 

f{y) =2\^^y' 




v^ 



und setzt man bierin für y eine Potenzreibe mit jlem Conver- 
genzradius R 

y^^^b^x^^Sßix), 

80 wird /(y) in eine naeb Potenzen von x fortschreitende con- 
vergente Potenzreihe zu entwickeln sein, wenn die Summe 
der unendlich vielen Reihen 



an 



V = 



in einer Umgebung der Stelle x = gleicbmäfsig convergirt. 
Bezeichnet x' eine Stelle in dem Convergenzbereiche der Reihe '^(x), 



OD 



an welcher nicht allein |^.(ic)|, sondern auch ^,|&m^I einen in dem 

Convergenzkreise der Reibe f(y) liegenden Werth erhält, so wird die 
angegebene Summe gewils gleicbmäfsig convergiren, so lange 

• \x\<\x' 
und in diesem Bereiche ist 



oo 



Falls die Potenzreibe /'(y) beständig convergirt, wird die neue Reibe 
so lange convergiren, als x in dem Convergenzkreise der Potenzreihe 
^^^(ic) bleibt. Wenn ^(a;) eine beständig convergente Reibe ist, mufs 
der Convergenzkreis der neuen Reihe so grofs sein als der der Reihe 
/*(y), und wenn endlich ""^(x) und f\y) beständig convergiren, wird 

auch die Reihe ^.Cix^ einen unendlich grofsen Convergenzradius be- 
sitzen. 
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5) Ist f{y^y y29 ' • ' Vn) ®^^6 Potenzreihe 

OD 

und sind y, Potenzreihen njit einem gemeinsamen GouFergenz- 
bereich: 

00 

(/*,) = 

und gibt es ein Werthesystem 
für welches die n Summen 



OD 



die Werthe i^y (v = 1, 2, . . . w) erhalten, die eine Stelle in 
dem Convergenzbereiche der Reihe fiyxj y2f"yn) constituiren, 
so kann man offenbar f(yi, y^y - - - yn) iti eine Potenzreihe 



00 



entwickeln ; die für alle Stellen der Umgebung (|) von (0) 
convergirt, und dort gibt sie dieselben Werthe, die f{yx , 92--*!^«») 
in der Umgebung (17) annimmt. 
Ist wiederum /(j^i, ^2? ••• y«) beständig oder für jede endliche 
Stelle (y) convergent, so ist ^'(^i? ^2? * - - ^n) an allen Stellen des 
gemeinsamen Convergenzbereiches von ^^(a:, , a^j, . . . Xn) convergent, 
und ^'{x^^ X2, . . ' Xn) convergirt bestandig, wenn der gemeinsame 
Convergenzbereich der Reihen ^y alle endlichen Stellen {x) enthält. 
6) Die Sätze unter Nummer 4) und 5) lassen sich insofern er- 
weitern, als man in die gegebene Reihe f Potenzreihen ein- 
setzen darf, die mehr Variable enthalten als f. 
Substituirt man z. B. an Stelle von y^ eine Summe tit-^v^f und 
sind u[^\ vj,*> Werthe, für welche 

endlich ist, so kann man die Reihe AVi^ ^2? - • • !^n) in eine Reihe 
nach Potenzen der neuen Variabein transformiren, die gewifs so lange 
convergirt, als 

|t*.|<|Mt'^|, |v.|<|vi'^l (v= 1,2, ...n). 
Dabei ist es aber erlaubt, die Reihe nach Potenzen der Gröfsen u 
oder der Grofsen v zu ordnen und als Coefficienten Potenzreihen nach 
V oder u anzuschreiben. Jede der Reihen convergirt in dem durch 
die Bedingungen 
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definirten Bereiche ^ wenu fiVxyVzy''' tfn) i^ der Umgebung (ü) Ton 
(0) convergirt 

Bevor wir noch den Quotienten zweier in einer Umgebung der 
Stelle Null convergenten Potenzreihen in eine neue Potenzreihe ent- 
wickeln, schicken wir den Hilfssatz voraus: 

Ist der Convergenzradius B einer an der Stelle Null nicht ver- 
schwindenden Potenzreihe 



M = 

von Null verschieden y so gibt es auch eine Umgebung 12| ^ R der 
Stelle Null, wo die Potenzreihe nicht verschwindet. 

Ist r eine positive Grofse kleiner als B und g die obere Grenze der 

Werthe |^(a:)| für alle Stellen x in der Entfernung r von Null, so 

gilt die Beziehung 

Ih^l^gr-f^ (ft = 0,1,2...) 

und ffir ein |a:| «» p < r ist 

und 

OO OD 

^ ' Q 1 



\b,x + b,x^ + ^-^\^^\b,\Q^<g^(^y^g 



,r='i fT^i ^ 1 — ^ 



Der Voraussetzung zufolge ist |&o| nicht Null, und darum kann man 
die Grofse q so bestimmen, dafs 



Bezeichnet JR^ einen dieser Bedingung genügenden Werth, so wird 
für alle Stellen der Umgebung B^ von x=^0 umsomehr 

|6,a: + &2a:2 + ...| < |jj 

und darum kann 

\^{x)\ 

daselbst nicht verschwinden. Es ist also ein Bereich der verlangten 
Art gefunden. — 

Ist die vorgegebene Potenzreihe eine mit mehreren Yariabeln: 

OD 

und hierin &o,o..o ^on Null verschieden, ist ferner B eine positive 
Grofse, die kleiner ist als jede der den üonvergenzbereich der Reihe 
fixirenden Grofsen (jB^, Ü2,...Üi») und g die obere Grenze der Werthe 
l$(^i; ^2; • • • ^n)| für alle durch die Bedingungen 

l^il — l^2| — • • • = \0Cn\ = r < B 
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charakterisirten Stellen {x), so wird 

und an den Stellen (x), für welche >\x^\ '= g^ < r (v « 1, 2, . . . n) 
ist; mufs 



OD 



(Mtt=0 



ce 






sein. Doch weil man die Gröfsen g^j Q21 • " Qn so wählen kann, dafs 
die rechte Seite kleiner wird als die endliche von Null verschiedene 
Gröfse |6o,o..ol, so kann man auch für die Potenzreihe mehrerer Va- 
riabein eine Umgebung der Stelle (0) angeben, wo sie den Werth 
Null nicht annimmt. 

In einem solchen Bereiche läfst sich 

1 1 1 



?5 X?' ^),o...ü + y 

in eine Potenzreihe 

entwickeln y denn solange \q\ < \p\ gilt die Formel 

und die mit y bezeichnete Potenzreihe hat gerade die Beschaflfenheit, 
welche nach einem der früheren Sätze noth wendig ist, damit die Sub- 
stitution dieser Reihe in 



OD 



eine in dem besagten Bereiche convergente Pot«nzreihe gibt. 

7) Jetzt ist aber auch der Quotient zweier convergenter Potenz- 
reihen 

VI V*^! > ^2 » • • • '^»/ UnCl i^zv^l; "^2» • • • *^*/ 

in eine Potenzreihe ^^(x^jX^^ . . .^n) zu entwickeln , wenn nur 
^2(0, 0, . . .0) von Null verschieden ist. 

In dem Convergenzbereiche von "^Sg, der jedenfalls in dem gemein- 
samen Convergenzbereiche der Reihen ^, und ^j die Umgebung der 
Stelle (0) bildet, wo der Nenner nicht verschwindet, ist 

^ = iP3 und 5p. = gJ3.^»- 
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Ist ^1(3?) «'^a^a;*' und 'J^jW "^^iW^i so kann man immer 

y = ß=zm 

noch einen Bereich angeben^ wo 
und man darf 

CO 

setzen. 

Den entsprechenden Fall für den Quotienten von Potenzreihen 
mehrerer Variabeln wollen wir bei späterer Gelegenheit untersucheu, 
da die unendlich vielen hier auftretenden Nullstellen des Nenners in 
einer beliebig kleinen Umgebung der Stelle (0) Schwierigkeiten machen. 
Sehr wohl kann aber der Satz bewiesen werden: 

8) Der Quotient ganzer Functionen ohne gemeinsamen Theiler: 

/Tyi y V if" y J 

geht durch die Substitutionen 

yr = 'M^) {v = l,2...n) 
in eine Potenzreihe ""^{x) über, die in dem gemeinsamen Con- 
vergenzbereich der Reihen $y(a;) so lange convergirt, als x 
nicht einen Werth annimmt, dem eine Nullstelle (y) von g 
entspricht. 

9) Der Quotient zweier Potenzreihen 

^1 (yn y«. » - ' yj 
*t (y7,' y«^/. • • yj ' 

dessen Nenner an der Stelle (0) nicht verschwindet , kann 
auch wieder durch die obigen Substitutionen in eine Potenz- 
reihe ^{x) verwandelt werden, nur mufs die Stelle 

€^=M0 (v=l,2...w) 

in dem Couvergenzbereich der gegebenen Reihen liegen; dann 
gibt es eineu Bereich |a;| < r, dem nur Stellen (y') des Gon- 
vergenzbereiches von ^, und ^2 angehören, und die Trans- 
formation in ^(x) ist möglich. 

Wir unterbrechen diese Erwäguiigt^u , die die Bildung einer un- 
übersehbaren Menge convergenter Potenzreihen gestatten ^ und ziehen 
aus den Sätzen über die an der Stelle Null nicht verschwindenden 
Potenzreihen einen Schlufs, der die formale Bildung neuer Potenz- 
reihen wesentlich erleichtert. 
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Da eine Poienzreihe $(:r), die für x^^O nicht verschwindet, iu 
einem endlichen Bereiche um die Stelle Null keine Nullstelle besitzt, 
so folgt, dafs eine Potengreihe, die für unendlich viele unendlich kleine 
Werthe von x oder an unendlich vielen Stellen jeder beliebig kleinen 
Umgebung von a: = verschunndet , identisch Nuü sein mufs. 

Wenn daher zwei Potenzreihen an unendlich vielen Stellen einer 
Punktmenge, deren abgeleitete Punktmenge die Stelle Null enthält, 
dieselben Werthe annehmen, so ist die Differenz eine identisch ver- 
schwindende Potenzreihe, d. h. die Goefficienten derselben sind alle 
Null, und die Goefficienten gleichnamiger Glieder der gegebenen Eleihen 
sind einander gleich. 

Aus diesem Satze geht hervor, dafs man zur Berechnung der Po- 

00 

tenzreihe^^oa:^, in welche sich der Quotient 



entwickeln läfst, nicht erst die Entwicklung von $2~~^(^) ^^^ dann 
die Multiplication mit ^i{x) nothwendig hat, sondern man setze 

CO 

%(x)==%{x)yjcxa^ 

und bestimme die unbestimmt gelassenen Goefficienten ci so, dafs in 
dem Producte der Goefficient von x^ gleich ch ist. Man erhält die 
Folge von Gleichungen 



aus denen sich die Gröfseu ci successive berechnen lassen. Das Ge- 
setz der Gomposition aus den Grofsen a, und 6^ ist ein ziemlich com- 
piicirtes. 

Bei dieser „Methode der wnbestimmten Goefficienten^ darf man nicht 
am Ende folgendermalsen verfahren: 

Die Gleichung 

^av ^r" —Zjh a^y^cix^ = 
oder 



00 OD 



v=zO M = 
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besteht fOr x ^=0 und darum ist ao ^^hoCQ. Weil dann 

OD OD 

^a, a^ —^(PqC^ + 6, Cf,^i H 1- 6/*Co) ^ = (a) 

wird, kann man durch x dividiren und die nach der Division zu voll- 
ziehende Substitution des Werthes Null für x gibt a, =6oC, +6iCq usw. 
Diese Schlufsfolge ist unrichtig, denn man darf durch x nicht 
dividiren, wenn man gefunden hat, dafs die Gleichung (a) gerade für 
x=^0 besteht, und man kann von vornherein nicht wissen, dafs die 
Reihen 

00 OP 

^a^+ia;* und ^{b^c^^i + 6,c^ H h b^+iCf,)xf' 

auch für den Werth x = übereinstimmen. Mit anderen Worten, 
man darf auf die Identität zweier Reihen erst dann schliefsen, wenn 
sie für unendlich viele unendhch kleine Werthe der Variabein gleiche 
Werthe besitzen. ^ 

Zwei Potenzreihen mehrerer Variabeln x^j x^y - - . Xny die für alle 
Combinationen {x) von n nach Null convergirenden Werthereihen 

für x^\ 

a:i»>, 4«),...a;Jf*». .. (v=l,2, ...n) 

übereinstimmen, sind identisch gleich, denn die Differenz ist eine Po- 
tenzreihe, die für unendlich viele Stellen {x) jeder (noch so kleinen) 
Umgebung der Stelle (0) verschwindet. 

Wir können wieder sagen, eine Potenzreihe ist identisch Null, 
wenn sie für eine Punktmenge, die die Stelle (0) zur Häufungs- oder 
Grenzstelle hat, verschwindet. 

§ 31. Die abgeleitete Fotenzreihe. 
Aus jeder einzelnen convergenten Potenzreihe 

oo 
r=iO 

kann man unendlich viele andere ableiten. Bezeichnet Xq einen be- 
stimmten Werth, dessen absoluter Betrag kleiner ist als der wahre 
Convergenzradius H und setzen wir 

x^ x^ + h, 
wo 

k| = ia:o + Ä|^|^ol + |A|<-B 
sein soll, so kann man die Summe der unendlich vielen ganzen Func- 
tionen von h 

y,(h) = a,{x, + hy (i/ = i,2,...) 

durch Vereinigung der gleichnamigen Glieder in h bilden, denn die 
Summe 



•» 
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00 



ist so lauge gleichmäfsig convergent, als |Ä| < JR — |a;o| ist. Es ent- 
steht die Reihe 



00 



*=:0 

WO die Coefficienten ^»(a?©) Potenzreihen in Xq sind, die endlich blei- 
ben, wenn Xq in dem Convergenzbereiche der Reihe ^(a?) liegt. 
Für den Werth A = wird 

was Xq auch für einen Werth in dem Convergenzkreise von ^(x) 
haben mag, daher ist 

und 

^(a^o + Ä) -^K) = %i^o)}t + h[%{^o)f^ + %i^<,W +■••]■ 
Der Elammerausdruck wird für unendlich kleine Grolsen h selbst un- 
endlich klein, und man schliefst neuerdings, dafs die Potenzreihe ^^n (2;) 
an jeder Stelle ihres Gonvergenzbereiches stetig veränderlich ist. 

Die Potenzreihe ^i(x) heifst die Derivirte oder Ableitung von^(a:) 
und ^|(a;o) ist die Derivirte von ^{x) an der Stelle Xq\ sie ist unab- 
hängig von dem Werthe des Incrementes ä, welches wir mit dx^ be- 
zeichnen und das Differential von x au der Stelle x^^ nennen. Das 
Product 

wird als Differentialänderung von S^{x) an der Stelle x^^ bezeichnet 

und indem man 

'^,{x,)dx^ = d^{x,) 
schreibt, heifst 

*. K) - ^r 

auch der Differentialguotient an der Stelle Xq. 

Die Ableitung ^y{x) ist, wie wir aus der nach ä- Potenzen ge- 
ordneten Reihe ^.ay{x -|- lif ersehen, durch die Reihe 

00 

^^vayX^-^ 

definirt. Bildet man aus derselben 

00 

^, («0 + *) = '^va^ix, + Ä)'-> = SPi,o(a;«) + %Äx,) h + <p,,^«o) ä' + • • •. 
80 ergibt sich leicht, dafs 
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ao 



r = « 



ist und dafs allgemein die Derivirte von ^i(ic) oder ^-/ == ^^^^{x) 
zu setzen ist. Man nennt die Beihe 

00 

^v{v— l)a,a:''-^ 

welche durch denselben Procefs aus >\ii(x) zu bilden ist, wie ^i{x) 
aus ^(x)^ d. h. dadurch dafs man an Stelle von xf^ iiocf^"^ setzt, die 
zweite Derivirte von ^{x) und bezeichnet dieselbe anstatt durch 

^^~ mit i^(?I 



dx dx* 

und die zweite Differentialänderung mit 

^<«) {x) df ir = d^, (rc) = d' $ {x) . 

So fortschreitend gelangt man zu der n*®" Derivirten von ^{x) 
oder dem n*^** Differentialquotienten 

v= n 

Diese Potenzreihe ist von der Gestalt 

n\a^ + x'^{x)y 
und man^ieht, dafs der Goefficient von od' in der Reihe ^{x) gleich 

J_(^.?W)=_L^(-)(0), 
und der Goefficient ^»(o^q) gleich 






ist. Schreibt man noch für ^, ^^'^ oder ^', so wird 

W«) = ^(0) + ^^<»'(0) -*- + ^?<«»(<>) S + • • • 

und wenn man hier an Stelle von x^-^h x setzt, entsteht die Reihe: 

Diese auch direct durch die Substitution 

^0 + (^ — a^o) für x^ 
aus ^4^(^) ableitbare Poteuzreihe, die wir mit 

'^{x\x^ oder SP(« — rco) 
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bezeichnen^ convergirt zum mindesten so lange als 

\x-x^\<B-'\x^\, 

d. h. für alle Stellen in dem um x^ mit dem Radius jR — \x^\ be- 
schriebenen Kreise. Dieser Gonvergenzbereich braucht nicht der wahre 
zu sein, aber an den ihm angehörigen Stellen x hat ^{x--x^ den- 
selben Werth wie ^{x)y dort ist 



00 00 



Ist nun auch eine Potenzreihe 

OD 

vorgelegt und sind 

(a^o)) und (x^ + Ä) 

Stellen in dem Convei^enzbereiche, so kann man 

5p(a40) + Ä„ 40) + Ä„ . . . «i«) + K) ' 

in eine nach Potenzen von &|, Aj,...^» fortschreitende Reihe 

entwickeln. Die Coefficienten sind wieder Potenzreihen in den Grofsen 
^i"^ » ^i^S • • • ^^^ I '^i^d wieder gilt 

5Po,o...o(a?i, a?2» .•.^•) — ^(a?!, x^, . ..x«). ^ 
Die Coefficienten von A,, A2y . . . An, nämlich 

heilsen die partiellen Ableitungen der Reihe $ nach den Yariabeln x^ , 
x^j . . . Xn BXi der Stelle {x^^^). Man bezeichnet sie mit 

/ a^ \ /a^\ / a* \ 

\dx,)' \dx,) "ydxj 

(^(0)) (^(0)) (^(0)j 

und zeigt leicht , dafs die partielle Derivirte nach x^ ^--- aus ^ her- 
vorgeht, indem man an Stelle xi^ (i^a/**'^ setzt. ^ 

Durch denselben Ableitungsprocefs kann man die Ableitungen 
aller Ordnungen 

a«f » a«f ' . . . a<" 

gewinnen, die von der Anordnung der Processe unabhängig sind. Der 
Werth dieser Ableitung (f*i + f^j + • • • + fhi)*" Ordnung an der 
Stelle (0) ist bis auf den Factor 



Potenzreihen einer und mehrerer Variabein. 161 

gleich Ä^,, /<„...//„ und darum kann man die gegebene Reihe auf die 
Form bringen: " 

• »''" (0) 

und die Reihe für ^K^^'^ + ^w ^f^+h> ' • ' 4^^ + ä») erhält die Ge- 
stalt ^ / ^^. +^.+ • • • + A^n sp \ hf}^ U^- h/^n 

''^"'^ (a;(0)) 

Setzt man an Stelle von hy Xy—x^y\ so wird 

'i* (x'«'+ (x,-a;<«'), 4"'+ {x..-xf) . • • • 4"' + (^« - ^D) 
oder bei der der früheren analogen Bezeichungsweise 

■ . _ ^ ■ ^ _ _ _ _ . a . ■ ■ 






An allen Steilen des Convergenzbereiches dieser abgeleiteten Reihe, 
soweit er mit dem der gegebenen Reihe übereinkommt, geben beide 
Reihen dieselben Werthe, denn daselbst ist die durch die Substitutionen 

^T + {^y — <^0 für Xy 
hervorgehende neue Reihe nur eine identische Umformung von 

^a,^,,^^,,,,^{xT+{x,^xf)r{^^^^ . . {x'^^+{x^-x':')fn . 

§ 32. Beziehung zwischen den aus einer ersten Reihe abgeleiteten 
Beihen. Obere und untere Grenze der Convergenzradien der 

abgeleiteten Beihen. 

Räumen wir der Reihe 

QO 

')^{x\a)^^Cy{x^ay 

r = 

die R^lle einer primitiven ein, so gelten für diese zunächst folgende 
Sätze: Eine Potenzreihe ^(a;-^a), die für unendlich viele Stellen 
einer Punktmenge mit der Häufungsstelle a verschwindet, ist identisch 
Null. Zwei nach Potenzen von x — a fortschreitende Reihen sind 
identisch, wenn sie an unendlich vielen Stellen (rr, , Xj, . . . a;«, . . .) 
mit der Häufungsstelle a dieselben Werthe annehmen. Ferner besitzt 
die Potenzreihe ^ {x — a) in ihrem ganzen Convergenzbereiche den 
Werth A, wenn sie an unendlich vielen Stellen jeder (noch so kleinen) 
Umgebung von a den Werth A annimmt. 

BieTmann. Functionenthrorie. 11 
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Ist aj eine Stelle in dem Gonvergenzkreise R unserer Reihe und 
ersetzen wir 

X — a durch a, — a + (^ — ^\)t 

ordnen die entstehende Reihe 



oo 



2 

r = 



Cy(aj — a -{- (x — a,)V 



/ 



nach Potenzen von x — a, , so geht eine Reihe 

hervor, in welcher die Coefficienten c<J> in folgender Weise zu defi- 
niren sind: 



n 



■ J,(¥'"(.-«))-^(-'*£r*)- 

oo 

= n\ 2 v(v — 1) . . . (v — n + 1) (v(a, — a)''"" 



V=M 



Die neue aus ^(a;|a) abgeleitete Reihe ^x{x\a^ bezeichnen wir, um 
ihre Entstehung anzudeuten, mit 

^(x\aj a,). 

Sie convergirt mindestens so lange als 

\x — «il <C R — \a^ — a|==-R — d| 

und gibt in der Umgebung R — d^ von a, dieselben Werthe wie '^(x\a). 
Bezeichnet a^ eine Stelle in dem Convergenzbereiche von 

und setzt man von Neuem anstatt 

X — a^ a2 — a, -j- (a: — a) , 
so entsteht abermals iaine neue Reihe: 



00 



deren Coefficienten 



n 



_l(^^ix\a,a,)\ (^_o, 1, 2...) 



sind. Ist der Convergenzradius von ^(rr|a, a,) JB, , so convergirt 
^(^|a, Uly a^ gewils für die durch die Bedingung 

\X — «2 I ^ -^1 — I ^'2 ^1 I 

definirten Stellen. 

Setzt man dieses Verfahren fort, wählt eine Stelle a^ in dem 
Convergenzkreise von ^(a;|a, a^y a^ und bildet ^(a;|n, a^, Aji ^3) 
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usw., wählt a^ in dem Convergeuzkreise von ^v-i(x — ö»-i), so folgt 
endlich eine Reihe: 

^„(a;— a„) = ^(a;|a, a,, «j, . - • a«), 

die man eine durch Vermittlung der Stellen a^, a2^ - - - (in aus ^(a;|a) 
abgeleitete Reihe neunt. 

Liegt die Stelle a^ in dem Kreise It um a, a2 in dem Kreise 
H — |a, — a\ =B^ um «i, a^ in der Umgebung R^ — {a^ — a^\=R2 
von a.2 usw., endlich a„ in dem Kreise iJ„-i — [«n-i — (in-2\ = Rn 
von o»-i, so wird 

I a, — a I < E (v = 1 , 2 , . . w), 

und daher gibt es auch eine direct ableitbare Reihe nach Potenzen von 
{x — an) ^'P(a?|an), die mit ^(a:|a, a^, a^, - • • «n) identisch ist. 

Wir beweisen diese Behauptung für den Fall n = 2. 

Die Reihen ^(^|a) und ^(2;|a, aj stimmen an allen Stellen der 
Umgebung R.^ von a^ überein, d. h. sie nehmen dort dieselben Werthe 
an, ebenso ^(2;|a, a,) und ^(a;|a, a,, a^ und folglich auch $(a!7|a) 
und ^(:z;|a, aj, a^. Die Reihen $(^|a) und ^(d;|a, a^ besitzen 
aber an allen Stellen des Kreises R — [a^ — a\ um a^ ebenfalls die- 
selben Werthe und nun ist klar, dafs die beiden Reihen ^(a7|a, a^, a^ 
und ^]ß(a:|a, a,) an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung von a^ 
übereinstimmen, und es wird in der That 

und allgemein 

Aus diesem Satze geht gleichzeitig hervor , dafs der wahre Convergenz* 
kreis einer aus ^(rrja, a^) abgeleiteten Reihe ^(a;|a, a,, a^ den Con- 
vergenzkreis von ^(a:?|a, a^ keineswegs von innen berühren mufs, 
denn der Convergenzradius von ^{x\a, a^j ist zum mindesten 

R — I aj — ö I , 
und er wird grofser sein als 

R2=^ Ry — I ^2 — öj I a= iJ — I aj — a I ■ — | a2 — «i | , 
wenn 

I «2 — «1 I > I 1^2 ~" ^1 — I «1 — «I I > 

und ebenso wird der Gonvergenzbereich von ^(a;|a, a,) nicht in dem 
Kreise jB um a liegen müssen. Wir konnten eben nur beweisen, dafs 
er mindestens bis an den Ejreis JB hinanreicht. Es wird uns alsbald 
gelingen ; ein Kriterium für die wahre Gonvergenzgrenze zu erkennen. 

Zunächst zeigen wir: Wenn man aus $(a:|a) eine Reihe S^{x\ajb) 
direct abzuleiten vermag ^ so kann man umgekehrt auch ^(^|a) aus 
^{x\aj b) ableiten, 

Falls die Stelle a dem Gonvergenzbereiche der Reihe $(a;|a, b) an> 

11* 
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gebort, so ist^(x\a^ b^ a) eine direet ableitbare Reibe, die für jeden 
Weiib X einer binlänglich kleinen Umgebung von a mit ^{x\a, b) 
und mit ^(^|a) übereinstimmt, folglicb ist 

und ^^(a;|a) ist wirklieb aus ^{x\a,b) abgeleitet. 

Gebort aber die Stelle a dem Convergenzbereiebe von ^(x\a,b) 
nicbt au, so kann man eine Reibe vermittelnder Stellen 

angeben, von denen &, in dem Convergenzbereiebe von ^^(a;|a, b) und 
a näher liegt als die Stelle fc, b.^ dem Convergenzbereiebe von ^ {x | a, 6,6,) 
angebort und a näher liegt als die Stelle 6| usw., dann wird scbliefs- 
lich die Reihe ^^(a;|a, 6,, 62,.. .6«) an der Stelle a convergiren. Die 
Convergenzbereiebe der hier successive abgeleiteten Reiben enthalten 
stets Stellen, die in dem Convergenzbereiebe der vorangebenden Reibe 
nicht vorkommen und darum kann man auch scblierslicb eine Reibe 

^N(a:|a, 6, , 65, ... 6«, a) 

ableiten, die mit ^(a;|a) identisch sein wird, weil ^(a;|a, 6, , . . . 6«) 
in einer gewissen Umgebung von a mit ^{x\a) übereinstimmt. — 
Sind zwei Potemreihcn 

gegeben, deren Convergcnzbereiche theilweise zusammenfallen^ und be- 
sitzen sie an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung des dem gemein- 
samen Bereiche angehörigen Punktes c dieselben WerthCj so lassen sidi 
die Reihen aus einander ableiten und haben an allen Stellen des gemein- 
samen Bereiches dieselben Werthe, 
Der Voraussetzung zufolge ist 

X>{x\a,c) %>,(a:|6, c) 

und weil ^^>(ic|a) aus ""^{xla^c), ^4>,(a;, 6) aus >\^\(x\b,e) abzuleiten 

ist, geht auch ^^, (ic|6) durch Vermittlung von a und einer Reibe 

von Stellen 6,, 62, ... 6« aus ^{x\a) und umgekehrt "^{xla) durch 

Vermittlung von c und einer Reibe von Stellen a, , Oj, . . . a« aus 

^>, (a;|6) hervor. 

Ist c' eine Stelle in dem gemeinsamen Convergenzbereiebe {A) der 

gegebenen Reihen, an welcher die Übereinstimmung voni^(a;|a) und 

^^i(^l^) ^^^^ nicbt bekanut ist, so wähle man innerhalb (A) eine 

Reibe vermittelnder Stellen c,, c^, . . . Cm derart, dafs c^ dem um c^_i 

zu verzeichnenden Kreise angebort, der innerhalb {A) Platz findet, 

so wird 

^>(a;|a, c, c,, . . . Cm, e) : - ^>, (a;|6, c, c,, . . . c^, c) 
und 

denn es gilt zunächst 
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und wegen der Identität 

^:ß{x\a, c, Ci) = i^{x\b, c, c^) 
mufs 

^(a;|a,c,) = ^(a;|6,c,) 
sein usw. — 

Hei&t der wahre Conyergenzradius einer Reihe '^(5; — a) R und 

ist a, eine dem Couvergenzbereiche angehörige Stelle in der Entfer- 

nung d = |a| — a| von a, wobei eZ < — sein mag, so ist der C!on- 

vergenzradius iJj von ^(x\a,a^) gewifs nicht kleiner als R — d, d.h. 

grofser als -^^ und dann liegt a in dem üonvergenzkreise der abge- 

leiteten Reihe. Weil man hierauf $(ic|a) wieder aus ^(a:|a, a,) ab- 
leiten kann^ ist R nicht kleiner als R^—d, und somit besitzt der 
Radius der abgeleiteten Reihe die Grenzen 

iJ — df und R -\- d. 

Wählt man die Stelle a^ in einer Entfernung d von a, die gröiser 

ist als -— j so bleiben diese Grenzen für 22, erhalten; die untere 

Grenze ganz offenbar und die obere Grenze darum, weil man andern- 
falls aus ^(a;|a, a^) eine Reihe 

^(a?|a, a,, 6,, &2, . . . 6«,a) 

ableiten konnte, die mit $(^|a) übereinstimmt^ aber nicht den ange- 
nommenen Convergenzradius R hat. 

Weil d die obere Grenze R besitzt, sind die Grenzen der Conver- 
genzradien aller abgeleiteten Potenzreihen 

und 2 JB. 

Der wahre Convergenzradius R einer Potenzreihe ^(x — a) ist geradezu 
dadurcfh chardkterisirt , dafs die untere Grenze der Convergeneradien 
der abgeleiteten Reihen Nuü ist, das will sagen: wenn die untere 
Grenze nicht Null ist, so ist der Convergenzradius nicht R, sondern 
grofser als R, 

Um das zu beweisen , setzen wir als bekannt voraus ; dafs eine 
gegebene Reihe 

OP 

v = 

für alle Stellen a der Umgebung R von x = convergire, dann ist 

für alle der Bedingung 

\a\ + \x\<R 

genügenden Werthe von x und a die Reihe 
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convergent. Ferner sei die untere Grenze der Conyergenzradien dieser 
für alle Stellen der Umgebung B von x^^^O abgeleiteten Reihen nicht 
Null, sondern r. Wir wollen zeigen, dafs in diesem Falle die Beihe 
^ (rr) den wahren Gonvergenzradius B -{- r besitzt. 

£s sei p < r und x' eine Stelle in dem durch die Radien R und 
i2 -j- p definirten Kreisringe um die Stelle x = 0, also: 

B<\x\<B + Q, 

dann hat der durch die Bedingung 

\ X — x' \ < r 

definirte Bereich um die Stelle x' mit der Umgebung 22 von x=^ 
einen Bereich {Ä) gemein und zu einer Stelle a in diesem letzteren 
gehört eine Reihe $(^|a), deren Gonvergenzradius nicht kleiner ist 
als uf Der Kreis r um a enthält die Stelle x' und ^^(a;'{a) hat einen 
bestimmten Werth. 

Ist b eine zweite Stelle innerhalb (J.), so hat auch iß(a;'|&) einen 
bestimmten Werth. Weil aber die um die Stelle 

gütigen Reihen ^(a;|a,c) und ^^{xlb, c) mit ^{x\c) und somit unter- 
einander übereinstimmen^ so nehmen die Reihen ^(a;|a) und ^(a;|&) 
an allen Stellen ihres gemeinsamen Gonvergenzbereiches und auch an 
der Stelle x = x' dieselben Werthe an, es ist also 

^{x\a)=^^{x\h). 

Jetzt ergibt sich leicht, dafs die gegebene Reihe ""^(x) auch noch 
für x = x' convergirt. 

Die Reihe ^(rvja) ist der Voraussetzung nach convergent, wenn 

I a I < JB und \ x — a | < r. 

Bezeichnet dann g die obere Grenze der Werthe | ^-P (o; | a) | für alle 
Stellen der Kreislinie \ x — a | == p, so ist 



oo 



;,- I ^">(a) I = V, ^f^^** - 1) • • • (f» - v + 1) c^a/'-' 



V 

und hierauf 



<99-' f 



oder 

Bezeichnet man | a \ mit a und bildet die Summe 



i;(?)i^.i«''(iy=«''ic.i(i+-^r. 



i'=0 

so ist diese wegen der letzten Ungleichung 
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^ \R) ^ gR 



a 



und wenn somit die Grö&en 



für jedes fi kleiner bleiben als eine angebbare Gröfse, mufs die Reihe 



OD 



für alle Werthe von x, deren absoluter Betrag 

I ^ I <*9 



R 

convergiren. Da a dem Werthe iJ beliebig nahe kommen kann, wird 
der Convergeuzradius von ^{x) wirklich gröfser als B und wird von 
jB + p und JB + ^ beliebig wenig abweichen. Dann mufs er aber 
gleich JR + r sein , denn der Convergenzradius kann seiner Natur zu- 
folge einer oberen Grenze nicht blos beliebig nahe kommen, sondern 
er hat ein Maximum. 

Es sei nunmehr R der wahre Convergenzradius einer Potenzreihe 
um die Stelle oder a oder oo — sie heifse 

— dann haben die Gonvergenzradien der abgeleiteten Reihen nothwendig 
die Null zur unteren Grenze. Es existirt deshalb eine Stelle, in deren 
noch so kleinen Umgebungen Stellen der Beschaffenheit liegen, dafs 
die ihnen zugehörigen abgeleiteten Reihen einen Convergenzradius 
besitzen, welcher kleiner ist als eine beliebig kleine Grofse. Diese 
Stelle kann nicht im Innern des Gonvergenzkreises der vorgegebenen 
Reihe und mufs daher auf der Begrenzung liegen. 

Wir können noch sagen ^ dafs es auf der wahren Grenze eines 
Couvergenzbereiches mindestens eine Stelle c geben mufs, in deren 
Umgebung keine Potenzreihe ^'(a?|c) existirt, die an den Stellen des 
dieser und der gegebenen Reihe gemeinsamen Couvergenzbereiches mit 
der letzteren übereinstimmt, denn gäbe es für jeden Punkt der Be- 
grenzung eine solche Reihe, so könnten die Gonvergenzradien der aus 
der ursprünglichen abgeleiteten Reihen nicht die untere Grenze Null 
haben. Die Anzahl solch ausgezeichneter Punkte c kann endlich oder 
unendlich sein, ja es ist denkbar, dafs alle Stellen der Begrenzung 
eines Couvergenzbereiches von der genannten Art sind. Wenn eine 
unendliche Menge von Punkten c auf dem Convergenzkreise liegt, sind 
die Stellen der abgeleiteten Punktmenge Stellen gleicher Art, denn 
diese sind dadurch definirt, dafs in jeder Umgebung derselben unend- 
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lieh viele der gegebenen Stelleu liegen. Die Stellen, in deren Umge- 
bung keine Poteuzreihen existiren, welche mit der gegebenen Reihe 
an den Stellen des gemeinsamen Convergenzbereiches übereinstimmen; 
coustituiren somit eine abgeschlossene Punktmenge. 

Die den letzten entsprechenden Betrachtungen über die Potenz- 
reihe mehrerer Variabelu 

fassen wir kurz zusammen. 

Man kann durch die Substitutionen 

ai — a, + (x» — cii) (1/ == 1 , 2, . . . n) , 
wo (a') eine Stelle in dem durch die Ungleichungen 

\Xp — av\ < R (v = 1, 2, . . . n) 

charakterisirten Convergenzbereiche der gegebenen Reihe ist , vor Allem 
neue Potenzreihen 

%^i (^1 , iCj, . . . Xn\ {(i)) oder ^l^^i? -^2) . • • ^nl («); («')) 

ableiten. Der Coefficient a^.,;^,,...^^ der Reihe 

^i^,(a;,,a:2,..../;«|(a')) 

OD 

ist der Werth der Ableitung 

an der Stelle (a'). 

Wählt man in dem Convergenzbereiche der abgeleiteten Reihe 
mit dem Radius B^ eine Stelle (a") und liegt diese in dem Conver- 
genzbereiche von ''Jß, so gibt es eine indirect und eine direct abgeleitete 
Reihe 

^(a;, ,X2,...x^ I (a), (a ), {a')) und '^Jß{x^y x.^, . . . a;„ | (a), (a")) , 

die wieder identisch sind. 

Fallen die Convergenzbereiche zweier Potenzreihen 

':ß{x^ , rCg, . . . Xn\{a)), ^, (a:, , rrj, . . . Xn\{h)) 

theilweise zusammen und stimmen sie an unendlich vielen Stellen, 
welche eine Häufungsstelle (c) haben , überein , so werden die Potenz- 
reihen 

identisch und die gegebenen Reihen stimmen au allen Stellen des ge- 
meinsamen Convergenzbereiches {A) überein, in deren Umgebungen 
aus 'l}(j7j, x^, , . . Xn\{a), (c)) abgeleitete Reihen existiren. 
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Bezeichnet man den Convergenzradius von ^^(^] , ^2» - • - ^n\i(i)i (p)) 
mit Q und wählt man eine Stelle (c) so, dafs 

\Cy -0,1 < Q (v = l,2,...w), 

so werden die gegebenen Reihen jedenfalls au allen Stellen derjenigen 
Umgebung von (c ) übereinstimmen , welche dem Bereiche (Ä) und dem 
Convergenzbereiche von ^(a^i, a^^, . . . a;„|(a), (c), (c)) angehören. So 
fortfahrend fiudet man ein 2 n fach ausgedehntes Coutinuum^ wo die 
Reiben ^ und ^^| übereinstimmen. 

Ist der wahre Convergenzbereich einer Potenzreihe wieder durch 
die Gesammtheit der den Bedingungen folgender Art 

l^r — öfl < -K (1/ = 1, 2, . . .n) 

genügenden Werthsysteme (x) definirt, für welche ^(a;, , ajj, . . . a?«|(a)) 
convergirt, indefs die Reihe für jedes Werthesystem : 

|a;, — a^l > U (v = 1, 2, . . . w) 

divergirt^ so mufs er dadurch charakterisirt sein, dafs unter den 
Stellen (x), für die 

\Xv — a^i = R (v = 1, 2, . . . n) 

ist, mindestens eine existirt, in deren Umgebung keine Potenzreihe 
')^'{x^j x^y . , ,Xn\{c)) aufzustellen ist; die an den Punkten des dieser 
und der gegebenen Reihe gemeinsamen Gonvergenzbereiches mit der 
letzteren übereinstimmt. 

Die untere Grenze der Gonvergenzradien der abgeleiteten Reihen 
ist Null. 



II. Abschnitt. 

Begriff der monogenen analytischen Fanetion. 
x411gemeine Eigenschaften der analytischen Function einer Variabein. 



§ 33. Definition der monogenen analytischen Function. 

Überblicken wir die Sätze über die convergenten Potenzreihen 
eiber Variabein *!{5(a; — a), so ist vor Allem hervorzuheben, dafs der 
Convergenzbereich (Ä) ein Kreis um die Stelle a ist, an dessen Stellen 
die Reihe einen bestimmten endlichen Werth annimmt, stetig ist und 
Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Jede Ableitung ^^(*)(^ — a) ist 
innerhalb des Gonvergenzkreises der gegebenen Reihe convergent. 

Darnach verhält sich eine Potenzreihe dort, wo sie eine Bedeutung 
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bat, wie eine ganze rationale Fanction in dem endlichen Bereiche der 
Variabehi. 

Greift man in dem Convergenzkreise irgend eine Stelle b heraus, 
so kaun man aus ^(rcja) eine nach Potenzen von (x — b) fortschrei- 
tende Potenzreihe ^(a;|a, &) in bestimmter Weise ableiten. Ihr Gon- 
vergenzkreis um die Stelle b kann entweder ganz dem Convergeriz- 
bereiche der Reihe ^(:i?|a) angehören und berührt dann die Grenze des 
letzteren, oder aber er kann Stellen c der Begrenzung von (Ä) ent- 
halten^ und dann enthält er auch Stellen, die aufserhalb {Ä) liegen. 
An den Stellen des beiden Reihen gemeinsamen Convergenzbereiches 
nehmen $(2;|a) und ^{x\a,b) dieselben Wertbe an. Wenn daher 
der Convergenzbereich von ^i{x\a,b) nicht über den von ^45(^1«) hin- 
ausragt, so nimmt die abgeleitete Reihe keine Werthe an, die nicht 
auch die primitive gibt. Andernfalls heifst die abgeleitete Reihe eine 
Fortsetzung der ersten. Weil ^{x\a) auch aus ''^(x\a,b) abzuleiten 
ist, ist umgekehrt $(a;|a) eine Fortsetzung von ^(^|a, b). 

Bezeichnet c eine Stelle auf der Begrenzung des Bereiches {A) 
und enthält der Gonvergenzkreis der Fortsetzung S!ß {x\a^b) diese 
Stelle, so gibt es auch eine nach Potenzen von {x — c) fortschreitende 
Reihe ^{x\ayb,c), die an den Stellen des dieser uud der Reihe $(2;|a) 
gemeinsamen Convergenzbereiches dieselben Werthe hat wie die pri- 
mitive Reihe. 

Darum kann der Gonvergenzkreis von ^(rr|a, &) nicht alle Grenz- 
stellen des Bereiches (Ä) enthalten, denn sonst gäbe es in der Um- 
gebung jeder solchen Stelle c eine Reihe ^(x|a, b, c), die im Innern 
des dem Bereiche (A) und dem eigenen Gonvergenzkreise angehörigen 
Gebietes mit^4>(^l^) übereinstimmt, und das ist nicht möglich, wenn 
{A) der wahre Gonvergenzbereich der gegebenen Reihe ist. 

Man sieht also, dafs die ausgezeichneten Stellen der wahren Gon- 
vergenzgrenze von (-4), in deren Umgebung keine durch Vermittlung 
einer Stelle b aus ""^(xla) abgeleitete Reihe existirt, auch solch aus- 
gezeichnete Stelleu abgeleiteter Reihen ''Jß{x\a,b) sein werden und 
offenbar wird der Gonvergenzkreis Yon^i(x\ a,b) durch die der Stelle 
b nächstliegende Stelle der genannten Art auf der Begrenzung von 
{A) gehen müssen. Man nennt diese Stellen singulare. 

Aus den Reihen ^)^{x\a,b) kann man neue ableiten. Die Gesammt- 
heit der aus der ursprünglichen dircct und indirect ableitbaren Reiben 
stehen in derartigem Zusammenhangs dafs aus jeder Reihe jede andere 
abzuleiten ist, wornach jede die Rolle der ersten übernehmen kann. 
Man sagt: 

Die Gesammtlieit der aus einer gegebenen Reihe ableifbarefi und 
in einander forisetzbaren Fotenzreilien constüuirt eine monogene 
analytische Function, 
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Die einzelne Reihe heifst ein Element der Function und durch ein 
Element ist die Function vollständig de^nirt, denn man kann alle 
Fortsetzungen desselben ableiten. 

Ist Xq irgend eine Stelle im Bereiche der unbeschränkten Yariabeln 
und kann man aus einem primitiven Elemente ^(a;|a) eiue Reihe ab- 
leiten, deren Convergenzkr eis die Stelle Xq enthält, so nennt man den 
Werth der neuen Reihe für x =^ Xq den Werth der durch ^ (a? | a) de- 
finirten Function an der Stelle Xq. Indem es aber dann eine nach 
Potenzen von {x — x^) fortschreitende Reihe gibt, ist der Werth der 
Function für x — x^ auch als das Anfangsglied dieser Reihe ^](^|^o) 
zu defiuiren. 

Wenn der Convergenzbereich jeder aus dem primitiven Elemente 
^ (2; I a) abgeleiteten Reihe ganz dem Convergenzkreise dieses Elementes 
angehört, so stellt dasselbe allein eine analytische Function dar, d. b. 
die arithmetische Abhängigkeit des Werthes der Function von dem 
der Yariabeln ist durch die Reihe ^(a:|a) allein ausgedrückt, denn die 
abgeleiteten Reihen nehmen keine Werthe an, die nicht auch jene 
besitzt. Ist b eine Stelle in dem Convergenzbereiche von ^(x\a)j 

so wird 

mx\a,b)] = nh\<i). 

XZ=.b 

Hat hingegen das primitive Element ^ix\a) Fortsetzungen, so 
wird die durch dasselbe definirte Function durch die Gesammtheit ihrer 
Elemente dargestellt. 

Den Übergang von dem gegebenen Elemente ^(a;{a) zu einer 
Reihe ^^i{x\Xq) kann man auf unendlich verschiedene Weise durch 
Vermittlung* verschiedener Stellen bewerkstelligen. Gelangt man auf 
den unendlich vielen von a nach Xq führenden continuirlichen Wegen 
in dem Bereiche der Yariabeln x und in dem Convergenzbereiche der 
Gesammtheit von Elementen stet<s zu derselben Reihe, so hat die Func- 
tion an der Stelle Xq einen Werth; besitzt sie an jeder Stelle, in deren 
Umgebung überhaupt Potenzreihen existiren, welche in ^^(a;|a) fort- 
zusetzen sind, nur einen Werth, so heifst sie eine eindeutige analy- 
tiscJie Fv/ndion, Die durch ein einziges Element vollständig dargestellte 
analytische Function ist darnach gewifs eindeutig. 

Erhält man bei den verschiedenen Übergängen eine endliche An- 
zahl oder unendlich viele von einander verschiedene Elemente 

^,{x\x,) (i;= 1,2,3...), 

so heifst die durch ^(a;|a) definirte monogene analytische Function 
viel- oder mehrdeutig, und zwar endlich oder unendlich vieldeutig. 
Die Function hat an der Stelle x^ so viel Werthe, als es Elemente 
^v{oo\x^) gibt imd dabei wird ein Werth mehrfach gezählt, wenn die 
Anfangsglieder mehrerer Elemente '^v(po\^q) gleich sind. — In dem 
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gemeinsamen Couvergeuzbereiche zweier Elemente können aber nicht 
unendlich viele Stellen mit der Häufungsstelle x^ liegen, für welche die 
Elemente gleiche Werthe haben, sonst wären sie identisch. 

Setzt man , von dem gemeinsamen Couvergenzbereiche der n Ele- 
mente einer n- deutigen Function ausgehend, die gegebenen Reihen 
'']^v{x\Xq) durch Vermittlung derselben Stellen nach x^ fort, so heifsen 
die n nothwendig wieder von einander verschiedenen Elemente 

simultane, Elemente der n- deutigen Function und die Werthe der An- 
fangsglieder dieser Reihen simultane Functionswerthe. 

§ 34. Allgemeine Betrachtungen über die eindeutigen 

analytischen Functionen. 

Die Gesammtheit der Stellen x^, in deren Umgebung die durch 
ein primitives Element definirte eindeutige Function f{x) durch eine 
Potenzreihe dargestellt ist, heifse der Stetigkeitsbereich der Function. 
Dieser Bereich ist nothwendig begrenzt, d. h. es gibt Stellen, in deren 
Umgebung keine aus dem primitiven Elemente ^(a;|a) ableitbare Po- 
tenzreihe existirt, und zwar darum, weil jedes Element mindestens 
eine solch singulare Stelle auf der Grenze seines Gonvergenzbereiches 
besitzt und die singulare Stelle c des einzelnen Elementes singulare 
Stelle derjenigen Fortsetzungen bleibt, welche Stellen der kleinsten 
Umgebung von c in ihrem Gonvergenzbereiche enthalten. Ob die 
Reihe ^^i{x\x) direct oder iiidirect aus $(a;|a) abgeleitet ist, die 
Stelle c kann nicht in ihrem Gonvergenzkreise liegen, sonst gäbe es 
auch eine Reihe ^^i(^|o), die an unenditeh vielen Stellen mit ^^(a;{a) 
übereinstimmte. 

Die Grenzstellen des Stetigkeitsbereiehes der eindeutigen Function 
können eine isoUrte Punktmenge bilden oder eine Punktmeuge der 
Beschaffenheit, dafs in jeder Umgebung jeder Stelle unendlich viele 
andere Grenzstellen liegen, oder endlich Punktmengen, die aus Mengen 
der genannten Arten zusammengesetzt sind, sie können aber niemals 
ein zweifach ausgedehntes Gontinuum constituiren, denn sie sind sin- 
gulare Stellen ihrer Elemente, und darum gibt es in jeder Umgebung 
einer Grenzstelle auch Stellen, in deren Umgebung ein Element der 
Function existirt. Die in Rede stehenden Grenzstellen nennt mau 
singulare Stellen der Function. 

Die Gesammtheit P der siugulären Stellen c einer eindeutigen 
analytischen Function bildet auch eine abgeschlossene Menge (die ihre 
abgeleitete Punktmenge P' enthält), denn eine Stelle c', in deren klein- 
ster Umgebung unendlich viele singulare Stellen liegen , kann nicht 
dem Stetigkeitsbereiche der Function angehören, weil man nämlich 
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keine Potenzreihe ^\x\c') angeben kann^ die keine singulären Stellen 
in ihrem Convergenzbereiche enthält. - 

Wenn die singulären Stellen aller aus einem ersten hervorgehenden 
Elemente ein Continuum begrenzen ^ aufserhalb dessen noch Stellen Xq 
existireU; so müssen wir sagen, dort ist die Function nicht definirt^ 
denn man kann kein Element nach Xq fortsetzen. Die Grenzstellen 
des Stetigkeitsbereiches einer Function werden wir aber später zu dem 
^Bereiche der Function^ zählen ^ wenngleich man auch nach diesen 
Stellen kein Element fortsetzen kann. 

Es sei f{x) eine eindeutige Function. Läfst sich dieselbe in der 
Umgebung einer Stelle a in Form einer daselbst convergenten Potenz- 
reihe ^(a;|a) darstellen, gehen somit dieWerthe von f(x) in dem ge- 
nannten Bereiche aus der Gleichung 



00 



Xj <^y (^ — «)* = f{^) 

hervor, so heilst die Function in der Umgebung der Stelle a regulär 
oder von regularein Verhalten. 

Die Gesammtheit der Stellen, an denen sich eine eindeutige ana- 
lytische Function regulär verhält, bildet den Stetigkeitsbereich der- 
selben. Innerhalb dieses Bereiches ist f{x) eine endliche, stetig ver- 
änderliche Grofse, die an jeder Stelle x^ einen bestimmten Werth an- 
nimmt, der auch offenbar als Grenzwerth derjenigen Werthe anzusehen 
ist, welche sich ergeben, wenn man für eine nach x convergirende 
Reihe yon Variabein werthen die zugehörigen Functionalwerthe sucht. 
Befindet sich die Stelle Xq auf dem Convergenzkreise eines Elementes 
$, {x\V) der Function, ohne auf der Begrenzung des Stetigkeitsbereiches 
derselben zu liegen, und bezeichnet 

4^ 4«),... 4»)... 

eine dem Convergenzbereiche von '^^{x\h) angehorige Punktmenge mit 
der Grenzstelle x^^ so werden die Werthe 

nach dem bestimmten Functionalwerthe f{x^) convergiren, denn es 
gibt eine Reihe $2(^1^0); ^^^ ^^ denjenigen Stellen ihres Convergenz- 
bereiches, welche auch dem Convergenzbereiche der Reihe ^i(^|2)) 
angehören, dieselben Werthe besitzt wie^|(a;|fc), und der Functional- 
werth an der Stelle x^ ist gleich 

oder gleich dem Grenzwerthe der Reihe 

WO nun 0?^"+*) (1; = 0, 1,2,...) nur mehr Stellen sind, welche auch 
in dem Convergenzbereiche von ^2(^)^0) li^g^^^- 
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Der so definirte Werth braucht nicht direct durch cHe Substitution 
x = Xq aus der Reihe ^x{x\b) hervorzugehen, da eine Potenzreihe nur 
in ihrem Convergenzbereiche stetig sein mufs. 

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dafs eine eindeutige ana- 
lytische Function an einer singulären Stelle c, wo eine der in dem 
Stetigkeitsbereiche bestehenden Eigenschaften der Endlich-, Stetig- und 
Eindeutigkeit verloren gehen mufs, nicht einen von demjenigen end- 
lichen Grenzwerthe verschiedenen endlichen Werth besitzen k%nn, nach 
welchem die aus einem Elemente mit der singulären Stelle c entsprin- 
genden Functionalwerthe convergiren, sofern die Variabein werthe aus 
dem Innern des üouvergenzbereiches des genannten Elementes nach 
c convergiren, d. h. die analytische Fundion Jcann keine endlichen Bis- 
continuitäten an ihren singulären Stellen erleiden. 

In der That: sei f{x) eine analytische Function mit solch einer 
singulären Stelle c, so wird {x — c).f(x) in der Umgebung von c re- 
gulären Verhaltens sein und die das Product darstellende Potenzreihe 
hat die Gestalt 

OD 

{x — c)^(x — c) = ^Cy{x — cy , 

weil das Product für x '=s c verschwindet; dann aber ist f{x) in der 
Umgebung von c regulär und die Voraussetzung ist nicht zulässig. 

Die Function kann an einer singulären Stelle c auch nicht dadurch 
vieldeutig sein, dafs sie daselbst bei einer endlichen oder unendlichen 
Anzahl verschiedener Annäherungen mit den Variabelnwerthen ver- 
schiedene aber endliche Werthe annimmt ^ denn es gäbe immer noch 
Potenzreihen ^H^k)' ^^^ ^^ gewissen, aus dem primitiven Elemente 
abgeleiteten Reihen , deren Convergenzkreise die singulare Stelle c be- 
sitzen, an unendlich vielen Stellen mit der Häufungsstelle c Überein- 
stimmten , und übrigens wäre auch {x — c) f{x) und dann f{x) regulär. 
Also auch dieses Verhalten ist zufolge der Definition der singulären 
Stelle nicht möglich. 

Die eindeutige analytische Function wird demnach an den singu- 
lären Stellen jedenfalls unendlich und gleichzeitig vielleicht auch viel- 
deutig. Diese Möglichkeit kann man hier nicht ausschliefsen , denn 
die letzten Argumentationen verlieren nun ihre Berechtigung. Eine 
eindeutige analytische Function, die aber überhaupt nicht unendlich 
ivird^ gibt es nichts oder — was dasselbe sagt — eine solche Function 
kann nur eine Constante sein. 

Um die Art des Unendlichwerdens zu fixiren , suchen wir zunächst 
die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs eine eindeu- 
tige analytische Function f{x) an einer Stelle Xq endlich und stetig 
bleibt. 
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Wenn Xq eine Stelle des Stetigkeitsbereiches der Function f{qp) 
ist, so convergirt das Product (x — oCq) f{x) nach Null, auf welchem 
Wege immer die Variable nach Xq rückt. Dasselbe gilt von dem Pro- 
(lucte der Function f(x) und einer in der Umgebung von Xq regulären 
und für x = Xq verschwindenden Function. Ist aber umgekehrt 

[{x-x,)fix)]^0, 

SO wird f{x) in der Umgebung von Xq durch eine Potenzreihe dar- 
gestellt. 

In der That: nehmen wir zuerst an, dafs das Product (x — XQ)f{x) 
bei irgend einer Annäherung von x an die Stelle x^^ nach dem end- 
liehen Werthe a convergirt, so ist die analytische Function {x — x^f(x) 
in der Umgebung von Xq regulären Verhaltens und es existirt eine 
Darstellung: 

OD 

{x-'X^)f{x) = «o+C^— ^o) %{p\^q) = ^«.'(a:— a^o)"- 
Hieraus folgt, dafs 

ist und f{x) wird an der Stelle x^ unendlich grofs, solange a^ von 
Null verschieden ist. Ist aber 

[{X - X,) f{x)] = , 

so muTs ÜQ verschwinden, und f{x) ist in der Umgebung von x^ end- 
lich und stetig. Die verlangte Bedingung ist somit gefunden. 

Trifft man nun die Unterscheidung: Entweder gibt es eine ganz- 
zahlige Potenz von {x — c) derart, dafs das Product von f{x) und 
dieser Potenz eine in der Umgebung der singulären Stelle c teguläre 
Function ist, oder es gibt keine solche Potenz, und nennt man in 
dem ersten Falle die singulare Stelle eine aufserwesentUch, in dem 
zweiten Falle eine wesentlich singulare y so erhellt, dafs die analytische 
Function in der Umgebung einer aufserwesentlich singulären Stelle in 
der bestimmten Gestalt 

CO 

darstellbar ist, wo m eine positive ganze Zahl gleich oder grofser als 
Eins bedeutet und a^ von Null verschieden ist. Ferner wird f{x) für 
jeden unendlich kleinen Werth von \x — c\ unendlich grofs und es 
gilt/-(a?) = oo.*) 



•) S. Weierstrafs: Zur Theorie der eindeutigen analytiBchen Functionen 
(in den Abhandl. der Berliner Akad. 1876 oder in den Abhandlungen aus der 
Fonctionenlehre S. 2). 
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Der Functionswerth ist somit auch an der aufserordentlich singu- 
lären Stelle als Grenze derjenigen Werthe anzusehen, welche die 
Function an den in beliebig kleiner aber endlicher Umgebung von c 
liegenden Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt. In diesem Um- 
stände liegt der Grund, warum man auch die singulären oder Grenz- 
stellen des Stetigkeitsbereiches zu dem Bereiche der Function rechnet. 

CO 

In dem Convergenzbereiche der Reihe ^,(^ß{x — cY gibt es nur 

eine singulare Stelle der Function f{x), nämlich c. Daraus folgt un- 
mittelbar, dafs die Häufungsstelle unendlich vieler auCserwesentlich sin- 
gulärer Stellen eine wesentlich singulare Stelle sein mufs, denn für 
diese gibt es keine Umgebung, die nicht auch singulare Stellen ent- 
hielte. Umgekehrt braucht natürlich die wesentlich singulare Stelle 
nicht Häufungsstelle aulserwesentlich singulärer zu sein. 

Da wir unter x — c» stets die Gröfse - verstehen und demnach 

X 

die an der Stelle oo reguläre Function in der Umgebung der unend- 
lich fernen Stelle die Darstellung hat 

«1 + «1 ^ + «2 -^ H y 

SO wird die Stelle oo eine aufserwesentlich singulare sein, wenn die 
Function daselbst erst nach Multiplication einer ganzzahligen Potenz 

von - regulären Verhaltens ist. Die Function erhält dann die Dar- 
re B 

Stellung c» 

/i=0 

Die aufserwesentlich singulären Stellen c und cx> sind nunmehr 
durch die Bedingungen gekennzeichnet, dafs die Grofsen 



({x-cyfix)), (^/•(^)) 



x=: c « = X 



endlich und von Null verschieden sind. Nach dem Exponenten tn 
heifst die aufserwesentlich singulare Stelle eine von der w^*"" Ordnung 
oder eine mfache. 

Die wesentlich singulären Stellen (c) einer Function f(x) sind für 

die reciproke Function ^^.--^ gewifs Stellen gleicher Art. Denn wäre 

yj-r in der Umgebung von c regulär oder hätte j,,-. die aufserwesent- 
lich singulare Stelle m^''^ Ordnung, so müfste f(x) ebenfalls regulär 
sein und zwar besäfse f(x) in dem zweiten Falle die mfache NullsteUc 
Cj denn das die Function f{x) in der Umgebung von c darstellende 

Element hätte die Gestalt , wm. \ 

{x — cf'^^x — c). 
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Die Stelle c ist aber auch eine wesentlich singulare Stelle von 
f{pc) — A und ^ \__ j j ^ö -^ irgend eine angebbare Grofse bezeichnet. 

Daraus folgt, dafs die Function f{x) in unendlich kleiner Umge- 
bung einer wesentlich singulären Stelle jedem Werthe beliebig nahe 
kommen kann. Denn wenn die Functionalwerthe bei einer bestimmten 
Annäherung von x an die Stelle c der Begrenzung des Stetigkeitsbe- 
reiches nach dem Werthe oo convergiren^ und auch die Functionen 

-:2r-T und -jj-T — -j- in beliebiger !^ähe von c dem absoluten Betrage 

nach grofser werden als jede angebbare Grofse Q, so gibt es daselbst 
auch Stellen^ wo \f{x)\ gröfser wird als G, und Stellen, wo \f{x)\ 

von jeder Grofse A um die beliebig kleine Grofse -^ beliebig wenig 
verschieden ist. 

Die Function ist demnach an der wesentlich singulären Stelle völlig 
unbestimmt. — 



Es sollen die bisher aufgestellten, durch bestimmte arithmetische 
Grofsenoperationen definirten Ausdrücke betrachtet werden, auf dafs 
wir die neuen Resultate gleich verwerthen können. 

Die rationale Function einer Veränderlichen konnte stets auf die 
Form 

««) - ^« + j{Ä + Ä-. + • • • + <^} 

gebracht werden ^ wo g{x) eine ganze rationale Function bedeutet; 
deren Grad .etwa m sei. Die Function f{x) ist eine eindeutige^ stetig 
veränderliche Grofse, aber auch eine monogene analytische Function, 
denn sie läfst sich in die Umgebung jeder von e^j c^, . - .Cn und cx) 
verschiedenen Stelle Xq durch eine Potenzreihe ^ {x \ Xq) darstellen^ 
indem 

5(«) = gi^o) + gi^^o) ^- + • ■ • + i;<""(«o) ^^^^f^ 

ist und der Ausdruck 

1 1 11 



(x-c^)f^r {xo-e^ + (x-Xo)y^ {xo-c^y^ /"l.^^^y^ 

in eine innerhalb des durch die Ungleichung 



X Xq 



<1 



Cv *o 

definirten Bereiches convergente Potenzreihe zu entwickeln und die 
Summe einer endlichen Anzahl solcher Reihen nach Potenzen von 
(x — Xq) gewifs endlich igt. 

BiarmAiin» Funotionentheorie. 12 
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Die Stellen c^, C2f...€n und oo sind die Grenzstellen des Stetig- 
keitsbereiches unserer Function f{x), und weil 

(x-^ er. fix) und -^ax) 

in der Umgebung von c^ und oo regulären Verhaltens und an diesen 
Stellen von Null verschieden sind , sind die Grenzstellen aufserweseni- 
lich singulare der Wy*" und m^^ Ordnung. 

Die raüonale Function hat somit keine wesentlich singulare Stellen. 
Diese Eigenschaft ist charakteristisch ^ denn umgekehrt ist jede eindeu- 
tige analytische Function f{x), deren Stetigkeitsbereich nur durch aufser- 
wesentlich singulare Stellen begrenzt ist^ eine rationale Fu/ndion*) 

Der Voraussetzung zufolge ist die durch die singulären Stellen 
definirte Punktmenge eine isolirte, welche keine abgeleitete Punkt- 
menge besitzt, denn deren Stellen waren ja wesentlich singulare Stellen. 
Daher ist f{x) in der Umgebung jeder Stelle Xq in der Form 

{x — a?o)""'[Co + c^{x — x^) + 02 (a? — x^Y-] ] 

darzustellen^ wo m nur für eine endliche Anzahl von Stellen x^ po- 
sitiv ist. 

Gibt es im Endlichen keine Grenzstelle ^ läfst sich f{x) demnach 
in der Umgebung jeder endlichen Stelle x^ und auch in der Umgebung 
von a; = durch eine für alle endlichen Werthe von \x — x^\ resp. 
\x\ convergente und ausschliefslich nach positiven Potenzen fortschrei- 
tende Reihe darstellen, so ist f{x) nothwendig eine ganze rationale 

Function 

f{x) = c^ + c^{X'-'X^)'\ )rCm{x — x^y 

oder 

f{x) = a^> + a, a; -j- a^x^ -j h «m a;"» , 

denn die bestandig convergenten Reihen 

Co + Cl{p — ^0) + ^2 (^ — ^0)^ H 

oder 

^0 "h ^1^ "f" ^2^^ "f" ■ • • 
müssen bei einem endlichen Gliede abbrechen , we/in eine ganze Zahl 
m existiren soll, so dafs 

in der Umgebung der unendlich fernen Stelle 00 regulär und für un- 
endlich grofse Werthe von x endlich und von Null verschieden wird. 
Existiren hingegen im Endlichen die n singulären Stellen c^ c,, 
. . . Cn und wird 

{x — CrT^f{x) (1/— 1,2, ...n) 

in der Umgebung von Cy regulär und an der Stelle c^ endlich und von 
Null verschieden, so ist das Product 

*) Weierstrafs, AbhandL aus der Functionenlehre S. 3. 



Begriff der monogenen* analytischen Function. ] 79 

n 

f{x)Tl{x - er 

in der Umgebung jeder endlichen Stelle in eine Potenzreihe zu ent- 
wickeln und somit eine ganze rationale Function g{x)f denn das Pro- 

n 

duct von fix) und der ganzen rationalen Function l \{x — CrY*v be- 

sitzt ebensowenig wie f{x) die wesentlich singulare Stelle oo. Auf 
solche Weise ist die Darstellung von f{x) als Quotient ganzer ratio- 
naler Function 



fAy 



wirklich bewerkstelligt und der Satz bewiesen. 

Fügt man darnach dem Stetigkeitsbereiche {A) einer Function f{x) 
die aufserwesenÜich singulären Stellen hinzu und stimmt der neue Be- 
reich {A') mit dem unbegrenzten Bereiche der unbeschränkten Yaria- 
beln X überein , so ist f(x) eine rationale Function. Ist aber der neue 
Bereich (J') begrenzt, so hat f(x) nothwendig wesentlich singulare 
Stellen. Die Function heifst dann transcenderU und man sagt von ihr, 
dafs sie sich in dem Bereiche (A!) wie eine rationale Function verhält. — 

Entwickelt man den Quotienten gegebener rationaler Functionen 
g^ (x) = a^ar» + a^^ aj»-i -| [^ a^ 

92i^) = ßfnX"^ + /S'^-irc^-i H h 180 

in eine Potenzreihe 

so sind die Coefficienten aller auf das (n-{-l)^^ folgenden Glieder durch 
eine Gleichung der Form 

definirt^ d. h. jeder Coefficient On+v ist als ein und dieselbe ganze 
Function ersten Grades einer constanten Anzahl m unmittelbar voran- 
stehender Coefficienten darzustellen. 

Eine Potenzreihe, deren Coefficienten von einem bestimmten ab 
diese Eigenschaft haben, heifst recu/rrirend. 

Eine recurrirende Potenzreihe 

OP 

oder ^(x\Xfi) stellt in ihrem Convergenzbereiche eine rationale Func- 
tion dar. 
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Setzen wir unter Annahme einer für jedes v geltenden Beziehung: 

^0 ^n-\-v + ßx Cn + y-l + • • • + Cn-^r-mßm = 

ßmX^ + /3„,_iaf»-* + • • • + /»o = ^2(^) 
und bilden das Product ^{ix^.g^^x), so ist die convergente Summe 



m 



^{ß^x^m^)) 

wegen der angesetzten Gleichung nur eine Potenzreihe mit einer end- 
lichen Anzahl Ton Gliedern, d. h. eine ganze rationale Function g^ (x) 
und aus 

^{x).g^{x)=g^(x) 
folgt 



5P(^) 



Pi(«) 



9t{x) 

Die Potenzreihe ist also nur das Element der durch sie definirten 
rationaien Function. — 

Von der Summe unendlich vieler rationaler Functionen 



OD 



2, r.w - ^(«) 



2 

können wir nun auch sagen, sie ist eine eindeutige analytische Func- 
tion , wenn für dieselbe ein Bereich gleichmäfsiger Convergenz existirt. 
In der Umgebung einer Stelle Xq dieses Bereiches kann man nämlich 
jede einzelne der rationalen Functionen fv(x) in eine Potenzreihe 
$y(^|^o) entwickeln und hierauf die Summe 



oo 



selbst in eine Potenzreihe ^{x — Xq) zusammenziehen. Diese Reihe 
bildet ein primitives Element der nunmehr schon als analytische Func- 
tion erkannten Grofse F{x) , aits dem man alle Elemente ableiten kann. 

OD 

Der Bereich der gleichmälsigen Convergenz einer Reihe ^Mx) 

genden und zweifach ausgedehnten Continuis bestehen. Da die Stellen 
auf den Begrenzungen eines Bereiches {A), der die Stellen Xq enthält^ 
noth wendig singulare Stellen des primitiven Elementes ^(n;!^;^) und 
seiner Fortsetzungen sein werden^ so können die Gonvergenzbereiche 
der Elemente oder kann der Stetigkeitsbereich der durch ^(x\Xq) de- 
finirten Function nicht über das Continuum hinausragen. 

00 

In einem zweiten Continuum definirt die Reihe ^ f^{x) eine 
zweite Function , die mit der frßheren — soweit wir jetzt ersehen — 
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aufser allem Zusammenhange steht ^ denn wir sind nicht im Stande, die 
Elemente der beiden Functionen in einander überzuführen. 

Gibt es endlich auch Stellen aufserhalb aller Bereiche gleich- 
mäfsiger Convergenz, so definirt die gegebene Summe dort keine ana- 
lytische Function. — 

Wir begegneten früher auch einer bestandig convergenten Reihe 

Diese definirt eine eindeutige analytische Function f{x) und stellt sie 
vollständig dar; die Function f{x) hat die wesentlich singulare Stelle 
cx> und ihrWerth an einer endlichen Stelle x^ wird durch '^{Xy) oder 
den Werth einer direct abzuleitenden Reihe ''^(x\x^ an der Stelle x^ 
anzugeben sein. Da offenbar jede Ableitung von ^4^(rr) wieder ""^{x) 
ist, wird 

^ (o: - o^o) = 5P (a:o) • ( 1 + ^ + -^^^ + . . .) 

5p (a;, — «o) = A«o) -/"(«i - *o) = fi^^i)- 

Die Fuuction f{x) = 1 + t H~ö7 "i" ' ' ^^^ ^^ '^'® ^° ^^^ Gleichung 

f(x)=fXx^)^\x-XQ) ausgesprochene Eigenschaft, die vor Allem be- 
sagt, dafs f{x) in seinem Stetigkeitsbereiche nicht verschwinden kann, 
indem mit einer Nullstelle Xq auch x eine sein müfste und eine Func- 
tion^ die an jeder Stelle x verschwindet, keinen Sinn hat. Wir be- 
zeichnen sie mit JE{x) und schreiben ihre Eigenschaft in der Form 
E{x^) E{x2y^= E{x^'\-X2)i indem wir an Stelle von xundxQ ^Pj resp. 
X2 setzen. 

Offenbar wird jede bestandig convergente Reihe eine eindeutige 
analytische Function mit der wesentlich singulären Stelle cx> darstellen, 
und umgekehrt wird eine für jeden endlichen Werth der Variabein 
reguläre eindeutige analytische Function durch eine beständig con- 
vergente Reihe auszudrücken sein. 

Diese eindeutigen Functionen heifsen ganee Fundionen und zwar 
ganse roitionaU oder ganze transcendente^ je nachdem die Stelle oo eine 
aufserwesentlich oder wesentlich singulare Stelle ist. — 

Für die ganze rationale Function g{x) bestand der Satz: Es läfst 
sich stets* eine positive Gröfse r der Beschaffenheit angeben, dafs für 
alle der Bedingung |a;| > r genügenden Werthe der Variabein der 
absolute Betrag von g{x) gröfser wird als eine beliebig vorgegebene 
Gröfse Ä. Für die ganze transcendente Function 



oo 

V 



G{x) = ^,arX 

r = 



kann der gleiche Satz nicht ausgesprochen werden, denn der Beweis 
des voranstehenden Satzes beruhte auf der Voraussetzung, dais die 
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Potenzexponenten eine angebbare Zahl nicht überschreiten. Doch wir 
können zeigen, dafs unter den Werthen x, deren Betrag gröfser ist 
als eine positive Grofse r, stets solche ezistiren, für die der Betrag 
von G{x) gröfser wird als eine beliebige Grofse A.*) 

In der That: bezeichnet K die obere Grenze der Werthe 1 6^(^)1 
für alle Werthe x mit dem Betrage S, so ist für jedes v 

nnd hier kann man | > r so wählen, dafs die obere Grenze K auch 
gröfser wird als J.; es muls unter den Gröfsen \av\ nur solche geben, 
die von Null verschieden sind^ und das ist zweifellos der Fall, wenn 
die ganze Function nicht überall Null oder constant ist. 

Dieser Satz schliefst nicht aus, dafs die ganze transcendente 
Function in dem Bereiche |a;|>r Werthe annimmt, die kleiner sind 
als jede vorgegebene Grofse , und das ist auch der Fall, denn in be- 
liebig kleiner Umgebung der Stelle oo existiren Stellen, an denen die 
ganze Function jedem Werthe beliebig nahe kommt. 

Wir betrachten endlich noch die Verallgemeinerung des Quotienten 
ganzer rationaler Functionen, nämlich den Quotienten beständig con- 
vergenter Potenjsreihen * 

CP OD 

der sich gewifs in der Umgebung der Stelle Null in eine Potenzreihe 
entwickeln läfst, wenn G^2(^) ^^^^^ verschwindet. Diese Reihe definirt 
wieder eine eindeutige analytische Function, und zwar wird die Fort- 
setzung der Reihe 



fF=ü 



um eine Stelle o^q mit derjenigen ßeihe übereinstimmen, in welche der 
Quotient der aus G^{x) und 62(2;) direct abgeleiteten Reihen 



GO OO 



ZU entwickeln ist. 

Haben G^ {x) und CtjC'^) ^^ ^^^ Umgebung einer Stelle c die Gestalt 

CCmix - er + «m+l (x - 0)"»+» ^ 

ßm{X - C)« + ßn+l {X - C)"+1 -j 



*) J. Thomae, Elementare Theorie der analytischen Functionen §§ 109, 
164, 166. 
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wo die ganzen Zahlen m und n auch Null sein können, so wird der 
Quotient ' 

a 

in der Umgebung von c nach Null oder -^ oder unendlich convergireu; 

je nachdem m — n positiv, Null oder negativ ist. Nur in der Umgebung 
der Unendlichkeitsstellen c des Quotienten kann man keine Potenz- 
reihe $(a;|c) herstellen, welche mit dem Quotienten übereinstimmt, 
daher reicht der Convergenzbereich des ursprünglichen Elementes ^ (x) 
bis an die der Stelle Null nächstliegende Unendlichkeitsstelle des 
Quotienten, d. h« bis an die nächste n fache Nullstelle des Nenners 
0^2(^)7 welche für den Zähler G^(x) Nullstelle niedrigerer Ordnung ist. 

Hier heifst eine Nullstelle c wieder nfach, wenn die Entwicklung 
der ganzen Function G(x) in der Umgebung von c mit dem Gliede 
n^^r Potenz beginnt oder wenn die Ableitungen der ersten n — 1 Ord- 
nungen f ür o; B» c verschwinden. 

Hat die ganze Function G^2(^) ^^ Endlichen keine Nullstelle, so 

mufs der Quotient yr- wieder in eine beständig convergente Reihe zu 

entwickeln sein oder eine ganze Function definiren. 

An diesen Satz schliefst sich unmittelbar das Fundamentaltheorem 
der ganzen rationalen Function: 

Jede gange rationale Function 0{x) hat NtiUstellen^ 

denn andernfalls müfste ja -j-^y wo ^(0) natürlich von Null verschie- 
den vorausgesetzt wird, eine ganze Function sein, doch das ist nicht 
möglich, weil man eine Grofse r so angeben kann, dafs \g(x)\ für 
alle Werthe von x aufserhalb der Umgebung r Von a; = gröfser 
wird als eine vorgegebene Grofse und dann keine Werthe in dem ge- 
nannten Bereiche ezistiren, für welche auch —1-^ gröfser wird als 

eine angegebene Grofse. 

Dieser Beweis rührt von Weierstrafs her. 



§ 35. Endlich vieldeutige analsrtisohe Functionen. 

Wir wollen auch die aus einer gegebenen Potenzreihe ent^rin- 
gende mehrdeutige analytische Function im Allgemeinen untersuchen. 

Es sei also eine convergente Potenzreihe ^(a;|a) gegeben und es 
sei bekannt, dafs bei den unendlich vielen Übergängen von a nach 
einer Stelle Xq eine endliche Anzahl von einander verschiedener Ele- 

hervorgehen. Jedes dieser Elemente ^y besitzt mindestens eine sin- 
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guläre Grenzstelle , in deren Umgebung keine aus ^ abgeleitete Beihe 
existirt, die mit ^y an anendlich vielen Stellen übereinstimmt. Ver- 
schiedene Elemente können auch dieselbe singulare Orenzstelle haben; 
daher ist es möglich, dafs gerade Xq auch singulare Grenzstelle wei- 
terer aus ^(x\a) abgeleiteter Potenzreihen ist; setzen wir aber fest, 
dafs dies nicht der Fall sei, so definirt die ursprüngliche Beihe eine 
n deutige analytische Function. 

Die n Elemente ^^ setze man auf gleichem Wege, d. h. durch 
Vermittlung derselben Stellen fort. Die Werthe simultaner Fort- 
setzungen an einer Stelle x^ ihres gemeinsamen Convergenzbereiches 
sind die n Werthe der Function für x = x^. Die Gesammtheit der- 
jenigen Elemente, welche aus einem Elemente ^fi{x\xQ), aber bei glei- 
chen yermittelnden Stellen aus keinem der übrigen Anfangselemente 
$m(^I^o) hervorgehen, constituirt einen ^ei^ der fit deutigen Function. 

Jeder der m Zweige verhält sich insofern wie eine eindeutige 
Function, als er au jeder Stelle seines Stetigkeitsbereiches, der durch 
die Gesammtheit der regulären Stellen des Zweiges zu definiren ist, 
nur einen Werth besitzt, aber er besteht nicht als ein abgeschlossenes 
Ganze, sondern nur in Zusammenhang mit den übrigen Zweigen, denn 
man kann von jedem Elemente eines Zweiges zu jedem Elemente irgend 
eines anderen gelangen. Es ist darum auch nicht erlaubt, von vorn- 
herein zu behaupten, dafs der einzelne Zweig an den Grenzstellen 
seines Stetigkeitsbereiches wie die eindeutige analytische Function un- 
endlich wird. 

Es läist sich aber beweisen , dafs die endlich mehrdeutige ana- 
lytische Function unendlich werden mufs, und zwar dadurch, dafs 
mindestens einer ihrer Zweige unendlich wird. 

Bilden wir aus den n zusammengehörigen Functionselementen 
die n elementarsymmetrischen Ausdrücke 

^^1 + 5^2 + • • • + % 

% ^2 + ^U^3 + • • • + Vn-t %^n 



1^1 -P2 • • • -Pm 

die in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der n Elemente selbst in 
Potenzreihen 

zu entwickeln sind , so haben wir n eindeutige analytische Functionen 

definirt. — Ueifsen nämlich die in der Umgebung einer Stelle x^ ex- 
istirenden simultanen Elemente 
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und setzt man die obigen Ausdrucke auf irgend einem von Xq nach x^ 
führenden Wege fort, so erhält man stets dieselben Anisdrücke 

g5i + 5pi + • • • + % 



Die n Reihen 



4 



%{x\x,), %{x\x,),...%{x\x,), 

in welche sich die transformirten Aasdrücke zusammenziehen lassen, 
sind keine anderen als die auf irgend einem Wege abgeleiteten Fort- 
setzungen der n Elemente ""^vipclx^ (v = 1, 2, . . . w). 

Der Beweis ist sehr einfach: Nehmen wir zunächst an, dafs die 
Stelle x^ in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der Reihen '^v{^\x^ 
liege, nnd setzen z. B. in • 

jede Reihe nach x^ fort, so entsteht durch Vereinigung der Reihen 
'4^A« (^l^o> ^1) ®i^6 Reihe 

n 

die an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung von x^ mit der aus 
'')^{x\x^ abgeleiteten Reihe '^{x\xq^x^ übereinstimmt. Es wird also 

^{x\x,,x,)^^\x\x,). 

So kann man fortfahren, und der Satz ist evident, den man all- 
gemein dahin aussprechen kann : Eine analytische d. h. durch die ele- 
mentaren Gröfsenoperationen ausdrückbare B&siehuhg zwischen Potenz- 
rdhen von gemeinsamem Convergenzbereiche bleibt auch für die simul- 
tanen Fortsetzungen bestehen. 

Die n elementarsymmetrischen Ausdrücke oder die Potenzreihen 
'^fi{x\XQ) definiren somit eindeutige analytische Functionen, welche in 
dem Bereiche, wo es m aus ^(a;|a) entspringende Elemente gibt, ex- 
istiren. An den singulären Stellen werden sie aber unendlich, und 
weil fi(x) nur dadurch unendlich werden kann, dafs eines der Ele- 
mente ^/i{x\Xq) oder eine der Fortsetzungen dieser Reihen eine singulare 
Stelle hat, in deren nächster Nähe der Werth eines Zweiges gröiser 
wird als jede vorgegebene Gröfse, so ist auch die m deutige analytische 
Function an einer ihrer Grenzstellen unendlich. — 

Bezeichnen wir die m deutige Function mit y(x) und sind die n 
Werthe an derselben Stelle Xq 
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und somit 

Vx (a?o) Vii.^^) + y\ (^o) y» (a?o) H h yi.-i(«ü) y» (a?o) = /i(«o) 

yi (-^u) y2(^o) • • • ynC'^ü) = AW> 

so erhellt y dafs die n besagten Werthe y^ipo^ die n Lösungen der al- 
gebraischen Gleichung 

r - fx (^o) y-^ + • • • + (- !)• A (a!o) = 

sind. 

Dieselbe Gleichung besteht ofiEeubar für alle Systeme von y Wer- 
then, die den Stellen x^ des gemeinsamen Convergenzbereiches der 
Reiben ^fi{x\Xf^ angehören, wenn nur das Argument der eindeutigen 
Functionen ff^ (x) in x^ abgeändert wird y dann aber gilt für jedes Sy- 
stem simultaner Functionalwerthe die Gleichung 

Vn- /•, (X) jr-> + Ux) y»-» _.. . . + (- 1)- /•.(«) = 0. 

Man sagt daher: Die n Elemente ^/i«» ^m(^I^o) ^^^ deren simultane 
Fortsetzungen genügen einer algebraischen Gleichung; in welcher die 
Coefficienten eindeutige Functionen sind und drückt damit aus^ dafs 
die Substitution von 

y = ^/u(a?|a;o) und f^{x) = %{x\Xq) 

eine identisch verschwindende Potenzreihe hervorruft. 

Ist nunmehr bewiesen^ dafs die n deutige analytische Function als 
Lösung einer algebraischen Gleichung mit eindeutigen Coefficienten zu 
betrachten ist, so folgt auch, dafs jedenfalls einer der Coefficienten 
unendlich werden mufs, wenn ein Zweig der Function y und diese selbst 
unendlich wird. 

Es sei y« = ^«(^1^) ^^^ Element eines Zweiges mit der singu- 
lären Stelle c, an welcher der Zweig unendlich ist, aber c gehöre 
noch dem Convergenzbereiche der übrigen (n — 1) Elemente ^/u(^|^o) 
an. Bildet man dann die Potenzreihen^ in welche sich die (n — 1) 
Ausdrücke 

% + ^452 + • • • + ^n-l 

%^2 + %,'^^+-' + X^n-.'>^n-V 



entwickeln lassen , sie heifsen 

so sind die Coefficienten f^ipß) iü der Umgebung der Stelle x^ der Reihe 
nach durch 
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^^(a;|Xo) =» \>v'{oc\Xq) + )?v'-i{x\Xq).%{x\Xq) (v' = 2, 3 . . . w— 1) 

^n{x\XQ) = P^i{x\Xq).%(x\Xq) 

darzastellen^ aber man kaun aus diesen Reihen nicht n Potenzreihen nach 
(x — c) bilden, weil ^nixlxQ^) unendlich wird, wenn x nach c convergirt. 
Dann mufs ^«(^l^o) ^^^ A(^) ^^^ singulare Stelle c besitzen, aufser 
wenn ))«_i(c|a?Q) verschwindet. In diesem Falle mufs ^n-i(x\xQ) und 
fn—iix) die singulare Stelle c haben, wenn nur [))(a?|a?o)] ^^n Nidl ver- 

ar=e 

schieden ist. Ist aber )p{c\x) gleich Null und verschwinden alle Po- 
tenzreihen an der Stelle x «^^ c, so mufs noth wendig der letzte Goef- 
ficient /*! (x) die singulare Stelle c besitzen. Einer der Coefficienten 
ffi(x) wird also in der That an der Stelle c unendlich. 

Denken wir nun eine n deutige analytische Function y direct durch 
eine algebraische Gleichung definirt, deren Coefficienten eindeutige 
analytische Functionen sind, und will man diejenigen Stellen finden, 
an denen mindestens ein Zweig der Function unendlich wird, so suche 
man die Grenzstellen des gemeinsamen Stetigkeitsbereiches dieser ein- 
deutigen Functionen. Sind die Coefficienten ganze Functionen, so wird 
die Stelle cx) die einzige Unendlichkeitsstelle. 

Die vorstehenden Beweise sind nicht mehr anwendbar, wenn es 
sich um unendlich vieldeutige monogene analytische Functionen han- 
delt, denn die Summe unendlich yieler Elemente $^(a?|a;Q) oder irgend 
eine der früher benützten Combinationen , die nun bis auf die letzte 
immer aus unendlich vielen Summanden bestehen, braucht keinen Be- 
reich gleichmäfsiger Convergenz zu besitzen, und wir können die 
Reihen ^i^(x\xQ) nicht mehr bilden. .Wir dürfen nicht schliefsen, 
dafs die unendlich vieldeutige analytische Function auch unendlich 
werden müsse, und es erscheint möglich, dafs unendlich vieldeutige 
Functionen existiren, die nirgends unendlich werden; doch der Stetig- 
keitsbereich oder der Bereich regulärer Stellen einer solchen Function 
muls auch begrenzt sein. — 

Es ist jetzt noch zu erwägen, was man aus dem einzigen Umstände 
schliefsen kann, dafs einem Elemente $(:%;|^o) niehrere Potenzreihen 
^r{x\x^) (v = 1,2...) entspringen. Der Einfachheit halber nehmen 
wir an, dafs wir es mit einer zweideutigen monogenen analytischen 
Function zu thun haben. 

Ist das Element ^x{x\x^) durch Vermittlung der Stellen a|, aj, 
. . ,an und der Reihen 

aus ^i(^|rVo) abgeleitet, so kann man auch noch unendlich viele andere 
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coutinuirliche Wege finden, auf denen mau wiederum von $t(:t;|^o) 
auf ^i(x\Xi) geführt wird. 

Heifat der gemeinsame Convergenzbereich der aufeinanderfolgenden 
Elemente 

'^i{x\Xq, ai,a.^,...a,,_i) und ^i(x\Xq, a,, aj,...«^) 

Ap, und wählt man in demselben ein oder mehrere a^ hinlänglich be- 
nachbarte Stellen Op, so werden offenbar auch die Elemente 

'-Pi (^1 ^o> ö|' ) » ^ (^ ko 7 «i'; »2' ) • • • %i^ I ^0 ; «i'i <; •••««) 
den Übergang zu der Reihe ^i(^|^o) vermitteln, denn deren Ck)nTer- 
genzbereiche können ganz in denen der früheren Reihen enthalten sein. 
Läfst man darauf x eine von Xq über aj , aj , . . . a» nach Xi und 
über an'9 an-iy ... a/, a^ nach Xq zurückführende Werthemenge P 
durchlaufen, welche ein zweifach ausgedehntes Continuum vollsilindig 
begrenzt, verläfst man aber niemals das aus den Convei^enzbereichen 
aller angeschriebenen Elemente zusammengesetzte Gebiet, so wird der 
diesen Variabein werthen entsprechende Functionalwerth Ton 

[?^i(^l^o)] ausgehend über r4^i(a?|a?i)] 

nach dem Anfangswerthe zurückkehren. Es gibt also geschlossene 
Wege, auf welchen ein Functionalwerth in sich selbst übergeführt 
wird ; dieselben begrenzen ein Continuum , an dessen inneren und Be- 
grenzungsstelien der zu ^\{x\Xq) gehörige Zweig regulären Ver- 
haltens ist. 

Vermitteln ferner die Stellen &|, b,; - • • ^m einen Übergang von 
$1(^1^0) ^^^ einer zweiten Reihe ^2(^1^1); ^ mxits der Functional- 
werth [^4^2 (^1^1)] ^^^ ^^^ Wege ?on x^ über die h und x^ und die 

stellen a bis x^^ in [^|(^|<2;|)] übergehen und die Fortsetzungen 

führen noth wendig zu einer von $t(^l^o) verschiedenen Reihe ^^2(^1^0)- 
Es gibt also auch geschlossene Wege^ auf welchen ein Functio- 
nalwerth [^i(a?|iCo)J ^^ einen andern [^^^2(^1^0)! übergeht. Die- 

selben begrenzen ein Continuum, innerhalb desseu Stellen liegen müs- 
sen, in deren Umgebung keine aus ^'|3i(x|a;o) oder ^2(^1^0) ableitbare 
Potenzreihe existirt. 

Andernfalls könnte man ja innerhalb dieses Continuums immer 
eine Folge von Stellen 

C| y Cn , . . . Cr ouer C| , C2 j . • • v» 
so angeben, dafs die Convergenzbereiche der Reihen 

^1(^1^0; ^i)f $i(^ko; ^1» ^2) • • • ?^i(^l^o> «t, Cj, . . . Cr) 
theilweise mit denen der Elemente 
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zusammenfallen und daselbst mit ihnen übereinstimmen; und dasselbe 
Yerhältnifs bestünde zwischen den Reihen 

%{x\Xq, c/), ^^SjC^I^o; V» O • • • ^2(^1^0? c/; <^27 "'^») 

und den durch Vermittlung der Stellen .a respective b aus ^2(^1^0) 
abgeleiteten Reihen. Sind aber die Stellen Cr und Cg so nahe bei a» 
und bm gelegen, dafs der Convergenzbereich der Elemente 

%(x\xQy Cp C2, . . . Cy) und ^2(^1^0; <^if ^2'j • • • ^i) 
die letztgenannten Stellen umfafst, so kann man aus diesen direct die 
Reihen 

Sß,(a;|a?o,ai, a2,...an) und ^i{x\xQ, b^, 621- --M 

beziehungsweise 

ableiten ; und zwar stimmen dann diese Paare von Elementen in ihrem 
gemeinsamen Gonvergenzbereiche überein, soweit er auch dem Be- 
reiche von 

^1(^1^0; ^n ^2» • • • ^) oder ^2(^1^0; (^if ^2'» • • • O 
angehört. Weim aber die Stellen a» und bm genügend nahe bei x^ 
liegen, so enthält der in Rede stehende Bereich auch die Stelle x^ 
und es werden die Reihen 

%(3c\Xq, a^^ a29 . . .any x^) ^S!ß^(x\xi) 

^i(x\xo,b^,b2,...bmjX^) =$^2(^1^1) 

%(x\xq, a^ , a2, . . . o», a?,) = ^^2(^1^1) 

^2(^1^0; 6062» •••&»», a?i) =%{x\x^) 

untereinander übereinstimmen ^ was gegen die Voraussetzung verstofst. 
Die ausgezeichnete Stelle (c) innerhalb des durch einen geschlos- 
senen Weg begrenzten Bereiches, bei Durchlaufen dessen ein Element 
eines Zweiges in ein Element eines andern Zweiges übergeht, heifst 
eine VereweigtmgssteUe der mehrdeutigen Function. Dieser Übergang 
ist nur dadurch erklärlich, dafs jedes Paar der aus ^i(^|^o) ^^^ 
^2(^1^0) ode^ $1(^1^1) ^^d $2(^1^1) abgeleiteten simultanen Elemente 

^,{x\x'), SP2(^k') 

mit der singulären Stelle (c) Functionalwerthe gibt, die bei irgend 
einer innerhalb des Gonvergenzbereiches von ^i(^|^') und ^2(^1^') 
gelegenen Werthereihe der Variabein mit der Häufungsstelle c immer 
nach derselben Grenze convergiren, denn dann kann bei einem durch 
c gelegten Wege ein Functionalwerth von jener gemeinsamen Grenze 
ab zwei verschiedene Wege einschlagen. Diese Grenze aber kann 
endlich oder unendlich sein. 
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Es ist aber wohl zu beachten, dafs aus der Aussage allein: Eine 
zweideutige Function hat an der Stelle c einen und nur einen Werth, 
noch nicht geschlossen werden kann^ dafs sie sich dort verzweigt, 
denn die Function kann in der Umgebung dieser Stelle durch zwei 
Potenzreihen darstellbar sein, die einfach in den Anfangsgliedem über- 
einstimmen. Die Verzweigungsstelle mufs zudem eine solche sein, in 
deren Umgebung kein Zweig regulären Verhaltens ist Es ist deshalb 
nicht jeder mehrfache Punkt (an welchem die Functionalwerthe über- 
einkommen) Verzweigungspunkt, aber jeder Verzweigungspunkt mehr- 
facher Punkt, und zwar wird die n deutige monogene analytische Func- 
tion Verzweigungsstellen 1 , 2, 3. . . (n — 1)*" Ordnung aufweisen können, 
an denen 2, 3 usw., endlich alle n Zweige zusammenhängen, jedenfalls 
aber mufs jeder Zweig mit jedem andern^ sei es direct oder sei es in- 
direct, verzweigt sein. — 

Es sollte nun unsere Aufgabe sein, die voranstehenden Unter- 
suchungen auf den Fall von Poteuzreihen mehrerer Variabein auszu- 
dehnen. Wenn wir wieder von einer Potenzreihe 

mit dem Cönvergenzradius 22 ausgehen, und durch die Gesammtheit 
der ineinander fortsetzbaren, dem gegebenen Elemente entspringenden 
Potenzreihen die monogene analytische ei^- oder mehrdeutige I^Vmction 
definiren und den Stetigkeitsbereich der m deutigen Function durch die 
Gesammtheit der Stellen bestimmen, in deren Umgebung m reguläre 
Elemente existiren, haben wir zunächst das Verhalten der eindeutigen 
Function an den Grenzstellen zu untersuchen und als erste Aufgabe 
erscheint die Bestimmung der nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingung dafür, dals die analytische Function an einer Stelle (x^^^) 
endlich und stetig bleibt. 

Die nothwendige Bedingung besteht gewifs darin, dafs das Pro- 
duct der Function /"(a:, , äJj, . . .a:«) und einer an der Stelle {x^^^) ver- 
schwindenden Potenzreihe ^2 (^i, äTj, . . . a?j,|(ic{[*^)) in der Umgebung 
von (a;(o>) regulär und für av « aJi^> (v = 1, 2, . . . n) Null wird. Will 
man aber erfahren, ob diese Bedingung auch hinreichend ist, so mufs 
man aus 

f.%^^;{x,,X^,...Xn\{X^'^)) 

den Quotienten 

entnehmen und erst fragen, wie sich dieser verhält. Man gelangt 
also zu einem Ausdruck, dessen Untersuchung wir schon früher ver- 
schoben haben, als es sich darum handelte, aus gegebenen Potenz- 
reihen neue abzuleiten (S.155). Auch hier genüge uns vorderhand der 
Begriff der analytischen Function mehrerer Variabein. — 
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In diesem Capitel soll nur noch einer Reibe von Functionen ge- 
dacht werden, die zugleich mit einer analytischen Function existiren: 
wir meinen die Ableitungen. 

Wir wissen ; dafs das einzelne Element einer Function: 



v = 



CO 



eine bestimmte Ableitung besitzt: 

die zum mindesten ebenso lange convergirt als die gegebene Reihe; es 
mufs aber untersucht werden, ob die Ableitungen der Fortsetzungen 
von ^(a?|a) auch Fortsetzungen von 5p'(a;|a) sind oder ob die Ablei- 
tungen aller Elemente einer monogenen analytischen Function selbst 
eine monogene analytische Function constituiren. *) 

Diese Frage beantwortet man damit bejahend, dafs man zeigt, 
die Ableitung der durch Vermittlung von Stellen aj , aj , . . . a,» ge- 
wonnenen Potenzreihe 

ist identisch mit der auf demselben Wege ermittelten Fortsetzung von 

^'(27|a), nämlich mit 

'^'{x\a, a,, a2,...an, Xq). 

Man hat den Beweis nur für direct ableitbare Reihen zu erbringen. 
Wir stellen also die Reihe 



OD OO 



^{x\a, a,) = ^ccy(a^ — a + {x — a^)y =^ß^{x — a,)" 
auf, bilden die Ableitung und zeigen deren Identität mit 

00 00 

Die Reihen ^(a;|a) und ^(^|a, a^) besitzen einen gemeinsamen Oon- 
vergenzbereich. Sind x und x -i- h zwei Stellen dieses Bereiches, so 

OD 

entsteht beim Ordnen der Reihe ^0^(0 — ai + (a;+Ä — a,))" nach Po- 
tenzen von Ä: "^^ 

^{X'{'h\a,a^) = )^{x\a) + ^\x\a).h+h.Sß(x^h), 

wo auch $1(^1%) mit h unendlich klein wird. 

Die genannten Ausdrücke stimmen in einer Umgebung von x 
überein. Da aber dort ^{x\a) und ^(ic|a, aj dieselben Werthe er- 
geben und daselbst 

*) Siehe Pincherle 2. Theil § 31. 
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mit h beliebig klein wird, werden die Reihen ^i(^|a,ai) und $'(^l^i) 
an allen Stellen einer hinlänglich kleinen Umgebung von x dieselben 
Werthe annehmen. Indem nun noch ^{x\a) und ^'(^1^9 ^i) ^^ ^^^ 
genannten Bereiche übereinstimmen, werden die nach denselben Po- 
tenzen fortschreitenden Reihen ^i(^|a,a,) und ^i'(x\a,a^) identisch. 

Damit ist der Satz begründet ^ dafs die erste Ableitung und dann 
auch jede folgende eine monogene analytische Function ist. Ob diese 
Derivirten ebenso vieldeutig sein werden wie die gegebene Function, 
ist a priori nicht zu entscheiden, nur die Derivirte einer eindeutigen 
Function ist gewifs wieder eindeutig. 

Derselbe Satz gilt auch für die verschiedenen partiellen Derivirten 
einer analytischen Function mehrerer Variabeln f(Xi, x^y .Xn), deren 
Diflferentialänderung df{x^,x^, .,.Xn) durch die Summe 

ao 

definirt ist. Sind die Gröfsen x^^ o^j ; . . . ^m selbst analytische Func- 
tionen neuer Variabeln 

so wird 

und 

df{Xy^ , rcj, . . . Xn) = ^ -^~ -^ dy^t . 




Viertes Capitel. 
Über den umfang des Begriffes der analytischen Function. 

I. AbscJinitt. 
Theorie der algebraischen Gleichungen. 



§ 36. Einleitung. 

Mit den bisherigen Definitionen hat die allgemeine Functionen- 
tbeorie insoweit einen bestimmten Inhalt, als genau formalirt ist, was 
für veränderlicbe Grofsen als Functionen bezeichnet werden ; doch der 
bestimmt gewählte Begriff einer aualytischen Function wird erst da- 
durch von Bedeutung y dafs man die durch irgend einen arithmetischen 
Zusammenhang definirten Grofsen als analytische Functionen erkennen 
lernt. Wenn aber einmal gezeigt ist, dafs der Functionsbegriff die 
irgendwo in Rechnung tretenden Grofsen wirklich umfafst und nicht 
zu eng gewählt ist, dann kann man andrerseits bei der Frage nach 
Grofsen von bestimmt analytisch ausdrückbarer Eigenschaft stets ver- 
langen, dafs die gesuchte Gröfse in einem endlichen, wenn auch noch 
so kleinem Bereiche der unabhängigen Variabein eine analytische 
Function, und dort als solche durch eine convergente Potenzreihe dar- 
stellbar sei. Aus der primitiven Reihe, deren unbestimmte Coefficienten 
mit Hilfe der Voraussetzung bestimmt werden, dafs das Element die 
Eigenschaft der gesuchten Function besitze, geht durch Fortsetzung 
eine analytische Function hervor, welche in ihrem ganzen Giltigkeits- 
bereich die verlangte Beschaffenheit aufweist, wenn die gefundene 
Potenzreihe wirklich convergent ist. Wir ziehen dabei gewifs nur Zableu- 
grofsen in Betracht, welche in der arithmetischen Einleitung als in 
der Rechnung zulässige bezeichnet waren. 

Nach dieser kurzen Andeutung zweier Aufgaben der Functionen- 
theorie, die den Gang für die ferneren Untersuchungen vorzeichnen, 
wenden wir uns gleich zu der Frage, ob eine von n unabhängig ver- 
änderlichen Grofsen x^, X2, » > »Xn abhängige Grofse y, welche durch 
eine Gleichung m^^^ Grades in y definirt sei, in welcher die Coefficienten 

Bieruiaan, Fonotiobeniheorie. 13 
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eindeutige analytische Functionen sein mögen, eine analytische Fiuic- 
tion ist. 

Die Gleichung laute: 

Fiyy ^u ^2 • • •a?i.) = !r^o(^ii ^2; • • -^1.) + y'"*'^^i(a?n ^2» •••«;«) H — 

Wir wissen bereits, dafs jedem Werthesysteme der Variabeln 
(x^, X2, .,.Xn)f für welches die Goefficienten ^ endliche Werthe be- 
sitzen ^ im Allgemeinen m von einander verschiedene Werthe y zu- 
gehören. Die Grofse y ist also m-deutig^ doch weil einer ihrer Werthe 
an der Stelle (x^^^) unendlich wird, wenn diese eine ünendlichkeitsstelle 

eines der Goefficienten -— ^ ist. so müssen die m Functionen 

-/- (ft — 1 , 2 . . . m) 

Wo 

einen gemeinsamen Stetigkeitsbereich besitzen. Werden die letzten 
(m — n) dieser Functionen an einer und derselben Stelle (:r^^>) ihres 

Stetigkeitsbereiches unendlich klein, -^ aber nicht , so nimmt die aus 
der Gleichung 

jr + |^r-' + -- + ^ = o (a) 

hervorgehende Grofse y an der Stelle (x^^^) (m — n) unendlich kleine 
Werthe an. Im Falle n ^^ m ^ l haben wir diese Behauptung als 
richtig erkannt und wenn wir sie als zutreffend ansehen, sofern die 

letzten m — n — 1 Goefficienten — ^ unendlich klein sind, so folfft sie 

auch in dem genannten Falle. 

In der That: bezeichnet y' eine der (m — n — 1) unendlich kleinen 
Wurzeln, die nun existiren, so genügen alle übrigen Lösungen der 
neuen Gleichung 

Da aber in dem fiesultate der Division: 

y~y' y — y' "^ -^0 y — y' * 

. V^m-2 y' - y* 1 ^m-i y-y' 

' ' "*" V'o y — y'* ^0 y — y' 

mm 

wenn dasselbe noch nach abnehmenden y-Potenzen geordnet wird, die 
letzten (m — n — 1) Goefficienten unendlich klein werden, hat die 
Gldehang (a) wirklich («n — n) unendlich kleine Wurzeln. 
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Fafst man die ursprüngliche Gleichung ins Auge^ so kann man 
nur sagen, y hat an einer Stelle (rr(®>) des gemeinsamen Stetigkeits- 
bereiches der (m + 1) Functionen ^ {m— n) unendlich kleine Wurzeln, 
wenn die letzten {m — n) Coefficienten if daselbst unendlich kleine 
Werthe annehmen und if^iocf^, x^^^, . . . ^|fO uicht unendlich klein ist. 

In ähnlicher Weise zeigt man , dafs n Wurzeln y unendlich grofs 
werden, wenn die ersten n Coefficienten ^q, ^,y . . . ^»-i unendlich 
kleine Werthe annehmen und keiner der übrigen Coefficienten unend- 
lich grofs ist. 

Damit ist auch leicht bewiesen, dafs die endlichen Wurzeln 



v?\ yf ■ . . y 



(0) 
m > 



welche einer Stelle (x^^^) des Stetigkeitsbereiches der Coefficienten ent- 
sprechen, mit den Coefficienten stetig veränderlich sind. Denn wählen 
wir in einer Umgebung von (aK®)) eine Stelle {x^^^ + |), an welcher Xq 
von Null verschieden ist, so werden in den zugehörigen Wurzeln 

die Incremente r^fi mit den 1^ unendlich klein. Substituirt man zu- 
nächst in F{y, x^y x^^ • • • ^i») an Stelle von rr,, ^r + Sv^ so entsteht 
eine Gleichung: 

r (^o),(«) + !r-n*i)^») H h (*m),(0) + r xo + r-' zi + • • • 

— h ;tm = , 

wo {tfi)gO für tfi{oc[^^) ^^^ ' . . ocf^^^) gesetzt ist und Xfi Functionen von 
Sn ^2 • - • In sind, die mit diesen Grofsen unendlich klein werden. 
Hier gibt die Substitution von yj?^ + i?„ an Stelle von y^> einen Aus- 
druck der Gestalt: 

worin <Z> mit den £y und F mit )}^ unendlich klein wird, so dafs einer 
der Werthe von 97^ gewifs nach Null convergirt. Weil das aber für 
jedes rifi- zutrijSt, so erscheint wirklich die unendlich kleine Werth- 
änderung der Coefficienten , bei welcher ^q nicht Null wird , mit einer 
unendlich kleinen Änderung der Werthe von y verbunden, d. h. die 
Wurzeln einer Gleichung F «^0 ändern sich stetig mit den Coeffi- 
cienten, solange wir uns auf die Umgebung solcher Stellen des ge- 
meinsamen Stetigkeitsbereiches der letzteren beschränken, für die der 
Coefficient der höchsten y-Potenz nicht verschwindet« 

Diese Eigenschaft der zu untersuchenden m-deutigen Gröfse haben 
wir hier vorausgeschickt, um uns in dem Falle einer algebraischen 
Gleichung: 

m 

13* 
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WO die Goefficienten ganze rationale Functionen sind, gleich über die 
ünendlichkeitsstellen der Function y orientiren zu können^ in deren 
Umgebung y gewifs nicht durch Potenzreihen darstellbar ist. Wir 
denken die rationalen Functionen /)< von gemeinsamen Theilem befreit, 
dann sind die im Endlichen liegenden Nullstellen von f^ixi^ ^29 " '^») 
Stellen , in deren Umgebung wir die Stetigkeit von y nicht erschließen 
können. 

Wir setzen fem er fest, dafs 6r(y^ 2;,, ^2> * • - ^») ^^<^^^ ui das 
Product mehrerer Functionen Gf^(y, x^y ^2; -* -^n), deren üoefficienten 
wieder ganze rationale Functionen der unabhängigen Variabein sind, 
zerlegbar oder nicht reductihd sei, denn andernfalls würden wir die 
Gleichungen Q^ = untersuchen und die hieraus bestimmten Grofsen 
y genügten gewifs der gegebenen Gleichung 6r «= 0. 

Die wahre Bedeutung der irredudiblen ganzen rationalen Function 
GXy, x^y x^^ . . , Xn) erschiiefst der folgende Satz: 

Sind G{yy x^y x^^ ... rr») und Fiy^ x^^ x^y > * » Xn) zwei ganze 
rationale Functionen der (n + 1) Variabein y, rr, , x^^ . . . Xn und ist 
G irreductibel , haben aber die Gleichungen 

G = 0, F=0 

für jedes Werthesystem Xy = Oy {v= l, 2, . . . n) in der Umgebung 

einer Stelle 

y<«^ 4^), 4«>, .. .a:CO) 

eine gemeinsame Losung; so ist F durch G theilbar. 

Andernfalls gäbe es nämlich zwei ganze rationale Functionen: 

*(y; ^n ^2 • • • ^n), 5^(y, Xi, X^, ., , Xn), 

deren Grad in y niedriger ist als der der gegebeneu Functionen F und 
G, und für diese wäre 

F^^ GO 

eine rationale Function dern Variabein o;, ^x^^ . . . Xn ^{Xy, x^^ . , . x^^^ 
die nicht identisch verschwindet. Eine Gleichung 

FW— GO^B 

ist aber nicht mit der Annahme verträglich ^ dafs F und G an jeder 
Stelle einer Umgebung von {x^^^) gleichzeitig verschwinden, es mufs also 

FW—G^ = 0, 

und F durch G theilbar sein. — 

Man kann diesen Satz natürlich dahin abändern , dafs man fest- 
setzt, F = und G = haben für unendlich viele Stellen (x) mit der 
Häufungsstelle {x^^^) eine Wurzel gemein. 

, Sind G und F ganze rationale Functionen einer Variabein allein, 
so ist nur nöthig, dais die irreductiblen Gleichungen 6r(y)<»0 und 2^(y)aaO 
eine gemeinsame Wurzel y <« y(0) besitzen, dann ist schon F durch G 
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theilbar und die Gleichung i^ = hat alle Wurzeln ^ welche der Glei- 
chung 6r = zukommen. — 

Wenn aus der irreductiblen algebraischen Gleichung 

fiir ein bestimmtes Werthesystem der unabhängigen Variabeln 

3J| = Äj j X^ = (l2 * » ' Xn = ön 

eine endliche Wurzel y ^=h hervorgeht; so ist 

_ {dG\ (y~b) , (d^G\ (y - fc)« , , ( cTGX (y ^ br_ 

\dy ) II '^Kdy^J 2! "» ^ \ dy"^ ) «»' ' 

— -j den Werth des ft**^" Differentialquotienten von 6r nach y 

für o^y == a^ (v = 1 , 2 . . . n) und y = b bezeichnet. Verschwindet 

y^ — ) an dieser Stelle , so ist j^ <» 2» eine zweifache Wurzel. Wir haben 

aber schon bemerkt, dafs mehrfache Stellen (a) für eine m-deutige 
analytische Function auch Stellen sein können , wo für dieselbe nicht 
m Potenzreihen existiren.« Wenn wir daher beweisen wollen, dafs die 
durch eine Gleichung 6 = definirte Gröfse y eine analytische Function 
ist, so werden wir^ solange als es sich um den Nachweis handelt, dafs 
y in der Umgebung einer Stelle (x) des Stetigkeitsbereiches der Coeffi- 
cienten fnix^j x^, , . , Xn) in eine Potenzreihe zu entwickeln sei, nicht 
allein die Nullstellen von fo(x^j X2, . • . Xn), sondern auch diejenigen 
Stellen (x) ausschliefsen , für welche die Gleichungen 

ö = und 1^ = 

dy 

gleichzeitig bestehen. Man findet diese Stellen, indem man die Null- 
stellen der Resultante von G und -^ , oder was gleichbedeutend ist, 
die Nullstellen der Discriminante von G sucht. Diese Discriminante 

U\X^ f X2) ... Xn) 

wird keinesfalls identisch verschwinden, weil vorausgesetzt war, dafs 

G eine irreductible Function ist und G nicht durch -5 — theilbar sein 

dy 

kann. Umgekehrt werden aber den Nullstellen von I) mehrfache Lo- 
sungen von y entsprechen, und gleiche Wurzeln y können nur au 
solchen Stellen bestehen, wo die Discriminante verschwindet. 
Die Gesammtheit der zusammengehörigen Werthesysteme 

(a7i j fl?2 , * » ' Xnj y) } 

welche die algebraische Gleichung erfüllen, nennt Weierstrafs das 
durch die Gleichung definirte algebraische Gebilde im (2n + 2)-fach aus- 
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gedehnten Gebiete der Gröfsen Xy, X2 ... Xn, y und eines der Werthe- 
systeme eine SleUe des Od)ildes. 

Ist a;j s= Ol, x^'^ a^y a:« -> a» ein Werthesystem, dem m von ein- 
ander yerschiedene endliche Stellen 

(«1, a2, . . . an, 6^) /* = 1, 2 ... m- 
zugehören, und setzt man darauf 

iCy — o^ + ^ (1/ = 1 , 2 . . . n) , y = 6a« + *?/* > 
so geht die Gleichung (r <» in die folgende über: 

- (f ) " + (II) «. + (H) «. + ■ • ■ 

• • • + \jör) ^» + ^ ('?'" 5i > I2 • • • S«X» 

^<^ (^^9 Si9 ^2' ••- ^\ ^^^ Summe über alle aus 17^, (,, ... g« ge- 
bildeten Glieder i/^^*^ Dimension bedeutet. Es entsteht also eine Glei- 
chung der Form 

^J?9o(6ii62---6i.)+i?;r'9'i(6i,62---WH |-9w(5iJ2»---S«) = 0, 

deren Coefficienten q>m und 9^-1 die Eigenschaft haben, für 

I, - 5, - ... - gn = 

die Werthe Null respective (^ — j anzunehmen. 

Und nun gehen wir an die Aufgabe^ 17^ oder y — 2»^ in der Um- 
gebung der Stelle |j = 0, Ij = 0, . . . |, = resp. 

•*/ j —— C»j y U/2 ^^ ötq , ... «J/ji ^s^* ^n 

in eine convergente Potenzreihe 

^-IVCSi, 62, ... 60 = ^/.(^i, i»2; • • • ^»K»)) 

zu entwickeln. Entsprechend den 1» Wurzeln hfi werden wir m simul- 
tane Elemente : 

y = h + ^^V(^i7 ^?> • • • ^«K»)) (fi = 1 , 2 . . w) 

erhalten, welche in ihrem gemeinsamen üonvergenzbereiche die m-deutige 
durch die Gleichung G = defiiiirte Gröfse y vollständig bestimmen. 

§ 37. Darstelliing der Wurzeln einer algebraisohen Qleichung. 

Zum Beweise der Existenz einer Potenzreihe für die durch eine 
algebraische Gleichung G{y, x^^ x^, ... ^») = definirte Grosse y 
in der Umgebung einer Stelle (a;), die weder Nullstelle der Discrimi- 
natite, noch Nullstelle der bei der höchsten Potenz von y stehenden 
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ganzen rationalen Function ist^ suche mau eiu Verfahren , durch wel- 
ches man die Wurzel einer Gleichung 

bestimmt, wo 1«^ | und |am-.i| nicht unendlich klein sind und die übrigen 
Goefficienten dem absoluten Betrage nach kleiner bleiben als eine an- 
gebbare Grölse. 

Heiisen die m von einander verschiedenen endlichen Wurzeln der 
Gleichung f{z) = 

SO wird 

/ « „ _L_ + _J_ + . . . + _!_ . 

f{z) Z-Zi ^ z-^H ^ ^^-«w 

Bezeichnet ferner {; eine von g^j jer^, . . . j?m verschiedene endliche Gröfse, 
und bildet man 



f{£) + nt) ^-^+--\-f-''\i) • '■^f^ 



und 



m , tn 



vergleicht hierauf die Goefficienten gleich hoher Potenzen von (0 — £) 
in den für diese Ausdrücke geltenden Potenzreihen ^ die gewifs in einer 
Umgebung von — g übereinstimmen, so wird der Coefficient der 
Potenz {b — f)^ : 

m 






Da dieser Ausdruck in den Wurzeln 0, , ^e^j 9 • • - ^m symmetrisch ist, 
wird er als rationale Function von g und den Goefficienten von f(e) 
darzustellen sein. Dasselbe gilt dann auch für den Quotienten auf- 
einanderfolgender Entwicklungscoefficienten : 

der auf die Form 
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2. C^D 



s c^r 



gebracht werden mag. 

Der Oonvergenzkreis der die eindeutige Function ——^ in der Um- 
gebung der Stelle xr es ^ darstellenden Potenzreihe geht durch die dieser 
Stelle nächstliegende Nullstelle von f(x), sie heifse 0^. Dann sind die 
absoluten Beträge von 

J5 — j 

/_g (fi = 1, 2, . . v— 1, 1/+ 1, . . . f») 

kleiner als Eins und der gröfste sei i. Bestimmt man nun eine posi- 
tive ganze Zalil l derart ^ dafs 

(m — l)€^i<l 

wird , so kann man den absoluten Betrag von Ri{t) — {e — t) kleiner 
machen als 

Fafst man femer in der durch die Bedingungen 



^,-t 



<1 (fi«=l,2,...i/ — l,v-(-l,...m) 



definirten Umgebung einer Stelle (^, «r, , je?,; • • • ^m) denjenigen Bereich 
auf, wo die obere Grenze £ der absoluten Beträge der aus den als 
variabel gedachten Gröfsen £, j?, , 0^, . . . e^ gebildeten Ausdrücke 

- — ^ kleiner ist als Eins, so wird für alle Stellen dieses Bereiches 

und jetzt kann man eine ganze Zahl l so finden, dafs 

für alle Stelleu des genannten Bereiches die Wurzel g^ so genau an- 
gibt, als man nur will. Mau sieht, dafs in derjenigen Umgebung 
einer Stelle (S, ^j , JEf2, . . . jefm)i wo |jß?v — g| kleiner ist als jede der 
übrigen Gröfsen \0f^ — {;|, lii(5) + f für ein X, das gröfser ist als 
jede angebbare Gröfse, gleichmäfsig convergirt und gleich 0^ ist. Er- 
setzt man den gefundenen Ausdruck für die Wurzel 0^ durch 

t + jj,(g) + {R,{i) - ji.ii)) + (E,a) - R,{t)) + ■■■ 

und entwickelt die rationalen Functionen Ri(t) von ^ und den Coeffi- 
cienten der Function f{0) nach Potenzen von {;, so wird auch die 
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Wurzel 0y durch eine (nach Potenzen von g fortschreitende) conver- 
gente Potenzreihe darzustellen sein, denn man kann die gleichmäfsig 
convergente Summe unendlich vieler rationaler Functionen selbst in 
eine convergente Potenzreihe umformen. 

Diese von H. Runge herrührende EnttvicMung der Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung in Summen rationaler Functionen der Coeffi- 
cienten*) ist nicht mehr anwendbar, wenn f{z) keine ganze rationale, 
sondern eine ganze transcendente Function oder das Element einer ana- 
lytischen Function ist; und weil wir diese Fälle auch in Betracht ziehen 
müssen, wollen wir die verlangte Entwicklung einer Wurzel auf dem 
von H. Weierstrafs'in seinen Vorlesungen eingehaltenen Wege direct 
ableiten , denn auf diesem ist die genannte Verallgemeinerung möglich. 

Entnimmt man der Gleichung 

die Beziehung: 

oder 

so handelt es sich um die Ermittelung eines Werthes si\ welcher die 
Gleichung 

identisch erfüllt. Um $' zu finden , suche mau eine Folge von Zahlen- 
grofsen 

die eine Fundamentalreihe constituiren und deren Terme die verlangte 
Eigenschaft^ nämlich der Gleichung z = g{z) zu genügen, immer näher 
und näher erfüllen. Dann wird 

eine Elementarreihe, und die Grenze der Fundamentalreihe z' ist die 
verlangte Wurzel der Gleichung f(z) == . 

Das erste Glied e^ einer Reihe von Gröfsen sei Null, z^ sei g{z^ 
oder h, Z2 = gi^i) = fe + 62^^ -f . . . -j- 6^6™ usw., Zfi = gi^fi-i). Es 
ist zu zeigen, dafs die so definirte Grofsenmenge, deren einzelnes Glied 
eine ganze Function von h und ^j» ^sj ••• ^m wird und nur positive 
ganzzahlige Coefficienten enthält, eine Fundamentalreihe ausmacht. 

Wenn man 

setzt, wird 



*) Siehe Acta mathematica Bd. 6, S. 305 
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U 44—1 ßi "u—l *'u a—l 
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und die Addition dieser Gleichungen ergibt: 

^^+1 «= 6(1 + /i + /1/2 H f- /iA • • • /m) • 

Hier läfst sich nun beweisen, dafs sSf^j^i für ein unendlich wach- 
sendes li endlich bleibt und 

lim (0^+1 — 0f,) = lim (51 (xr^) — 0^) « Ü 
ist. 

Ersetzt man &2» ^s > • • ^m <}urch bestimmte positive Grofsen 

ß2} ßz '- ßm, WO 

ist, und b durch eine noch unbestimmt gelassene positive Grofse ß, 
bezeichnet die diesen Grofsen entsprechenden Functionen f^ und Grofsen 
Zfj^ durch griechische Buchstaben , so wird 

S/4 > 5/4-1 

und defswegen 



m ,« .« vn 



< 2ß,t^ + 3ß,f^+ . . . + mß„,l^-' « y'(g,). 

Bezeichnet femer c eine beliebig kleine positive Gröfse und wählt 
man die positive Gröfse ß derart , dafs 

— was gewifs stets angeht — so ist jede Gröfse tfi und das zugehörige 
q>f^ kleiner als 

/J(l + fi) beziehungsweise , , 

denn erstens ist 

und wenn die genannten Ungleichungen für {l^, Sa • • • (^m ^^^ 9^2 ; 93» 
... 9^ erfüllt sind, wird zweitens 
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<ß ^—=^(1 + 0, 



E 



d. h. die ÜDgleichuDgen gelten für jedes Sfi und (p^ und es ist auch : 
S'=limg^ = /J(l + g)i + 9,9j+9),g),93+...) < /3 (1 + «) . 

Dann aber mufs in dem Bereiche, wo 

|6|^/S, \K\<ßy (i/ = 2, 3 ... w) 
die Reihe 

0' - lim «^ = J (1 + /•, + fj, + fJJ, + . . .) 

unbedingt und gleichmäfsig convergiren, denn die DiflTerenz 
kann dem absoluten Betrage nach kleiner gemacht werden als 

und bei wachsendem fi kleiner als jede noch so kleine Gröfse d. 
Substituirt man für die Gröfsen ffj, ihre Ausdrücke: 

f^ ^ b,b + h,b'' + ' ' • + brnh"'-' 

f^ = bib + b'^¥ + — h fe;(^«,)6-(— n 



welche alle ganze Functionen von b sind, so folgt für z' eine nach 
Potenzen von b fortschreitende convergente Potenzreihe 

deren Coefficienten ganze Ausdrücke in &2 > ^37 • • • ^m init ganzzahligen 
üoefficienten sind. ^(0) ist gleich 1, denn die Gleichung 

;ef = 6 -)- h^z'^ + • • • + ^m^*" 
mufs durch z' identisch erfüllt sein. 

Jetzt ist nachgewiesen, dafs zum mindesten eine Wurzel einer 
Gleichung f(z) = durch Zahlengrofsen der eingeführten Art dar- 
stellbar ist und dann ist es auch jede andere. Es ist aber auch klar, 
dafs man aus der Gleichung 

/"W = «0^ + «i^"^ H + «m-ije? + «m = Z 

stets eine in gewissem Bereiche um o^ convergente Potenzreihe 

z^^{Z^am) 
entwickeln kann, die für jeden innerhalb des Convergenzkreises liegenden 
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Werth Zq einen Werth z^ gibt, welcher die Gleichung f{ß) — ^0 = 
erfüllt; es niufs nar1aOT-i| > söih. 

Ersetzt man f{z) durch eine in der Umgebung R der Stelle £r b» 
convergente Potenzreihe 

OD 

wf) a, von Null verschieden ist und bildet mau 

SO ist auch diese Gleichuug durch eine für Z= «q verschwindende con- 
vergente Potenzreihe 

identisch zu erfüllen, wenn nur die Coefficienten ^ «= 6y kleiner 

sind als die positiven Coefficienten /Sjy ßs »-' ßvy •-• einer absolut 
convergenten Reihe, indem dann gewifs eine Gröfse ß so bestimmbar 
ist, dafs 



2'«'/J,^'-'(l+*)'-'< iiy 
wird. Die Reihe ^(Z— «q) convergirt dann sicher in dem Bereiche, wo 

ist. 

Die Coefficienten &21 ^39 ••• werden aber zweifellos die gestellte 
Bedingung erfüllen, weil \Z\ für alle Werthe \0\ = r <C B ein Maxi- 
mum g hat und 

Damit, dafs eine Reihe ^(Z — a^) existirt, ist noch nicht gesagt, dafs 
die gegebene Reihe an einer Stelle z' ihres Convergenzbereiches ver- 
schwindet, denn die Stelle Z = braucht nicht in dem Convergenz- 
kreise der Reihe für z zu liegen. Es kann somit auch ganze trans- 
cendente Functionen geben, die für keinen endlichen Werth der Va- 
riabein verschwinden, und in der That haben wir eine solche in der 
Function E{x) bereits kennen gelernt. 

Gehen wir nun wieder auf das durch eine Gleichung 

6r(y, a?,, iC2, ... a:n) = 

definirte algebraische Gebilde mit der Stelle (fc^, , rf, , r?,,, ... a») zurück 
und setzen fest, dafs in 



m 



(Pm—i{Oy 0, ... 0) von Null verschieden sei, so läfst sich in der Um- 
gebung der Stelle g, •= Jj = • • • ** 5m = ein Bereich angeben , wo 
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, (p 
die Qaotienteu — durch convergente Potenzreiben 

darstellbar sind. Dann werden aber die Coefficienten des Ausdruckes: 

in einem hinlänglich kleinem Bereiche um die Stelle (|) = auch die 
Bedingungen erfüllen, welche ffir eine convergente Entwicklung 

nothwendig sind. ^^(0, 0, ... 0) ist wieder gleich ^^o(^^> ^^ • • • ^)> 
d. i. Null. 

Ist endlich unter 

ö(y, x^, x^, ... Xn) 
eine in der Umgebung R einer Stelle (i», a, , a^, - . . a«) convergente 
Potenzreihe verstanden , die an dieser Stelle verschwindet und hat der 
Coefficient von y — b nicht die Nullstelle {a)j so geht aus der Glei- 
chung 0=^0 wieder eine zweite der Form 

'?-?o(5i,««.--5«)-^.(S.,l.,---S»)'»*-^^»(l.,5..---S-)^' 

hervor y wo die Potenzreihen ^ einen gemeinsamen Convergenzradius 
r besitzen und 1] die Werthe annehmen kann, deren Betrag kleiner 
ist als jß. 

Offenbar gibt es auch hier eine die letzte Gleichung identisch er- 
füllende Potenzreihe 

^? = ^(5i, 62; ••• S»)- 

§ 38. Darstellung des algebraischen Gebildes. 

Wissen wir einmal, dafs eine Gleichung 

G{ff, x^, iCj, ... a?«) = 
in der Umgebung einer regulären d. h. endlichen und einfachen Stelle 
{bft , a^ , a.2, ... ün) durch eine bestimmte Potenzreihe 

y - ^Ai^-^l^i» ^2> ••• ^n\ia)) 
identisch zu erfüllen ist, so können wir zur Ermittelung derselben die 
Methode der unbestimmten Coefficienten verwenden, d. h. wir sub- 
stituiren in der gegebenen Gleichung eine Potenzreihe 



00 



(/*») = 

und bestimmen die Coefficienten derart, dafs die Gleichung identisch 
besteht. 



206 Viertes Capitel. 1. Abachnitt 

Ist z. B. die Gleichung 

y2 - (1 + xY = 

vorgelegt; in welcher n eine positive oder negative ganze Zahl be- 
deutet, und beachten wir, da(s {x ^==0j y = l) eine Stelle des alge- 
braischen Gebildes ist, schreiben die Gleichung in der oben ge- 
brauchten Form: 

(2(j, - i)-nx) +{(y-iy- ^-^ x^) - ^r:'2-3~--' ^ - • • • 

— rr« == 
und setzen 

00 

y — 1 «=» x'aß{x) = x^, CyX"" , 



00 



(y — 1)2 = x^^ {c^Cy + Cy c^_i + CjC^2 + h CyC^)(x^ 

in der letzten Gleichung ein, so gibt eine einfache Rechnung für den 
Coefficient-en c^ den Ausdruck: 



(T-')v(i--) 



n / n 
~2 



1.2. ... (v+ i) 

n 
~2 



Dieser Ausdruck ist aus -^ gerade so zusammengesetzt, wie der 



wir für c^ die entsprechende Bezeichnung ( 2 | oder ( —) ein. 



(v + 1)*** Binominalcoefficient ( 4. 1 ) ^^^^ (^)h-i *"^ w» darum fahren 

(-^) oder ( l) 

and die Entwicklung der Gröfse y in einer Umgebung der Stelle 
(a; = 0, y = 1) lautet: 

In der Umgebung der Stelle (a; = 0, y «= — 1) folgt 

Die gefundenen Reihen besagen, solange sie eine Giltigkeit haben, 
was man unter der zweiten Wurzel aus dem Ausdruck (1 + ^Y ^su 
verstehen hat, und man schreibt: 



n 

T 



Die Potenzreihe y '^ b -\- ^{x^, x^y ... ^n|(ö)) können wir noch 
auf Grund einer anderen Bemerkung aufstellen. Weil y in der Um- 
gebung einer Stelle (a), die weder Unendlichkeitsstelle eines Coeffi- 
cienten der Gleichung: 
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m 

noch Nnllstelle der Discriminante 2)(rr, , x^j ... Xn) ist, durch eine 
convergente Potenzreihe dargestellt wird, besitzt y an der Stelle (a) 
Ableitungen aller Ordnungen nach den Variabeln Xr* Wenn wir diese 
Ableitungen aus der Gleichung 0(yj x^f x^f ... ^n) = selbst ab- 
lesen können, dürfen wir dann 

» - 6,1 = ^(a:, , a:^, . . . Xn\{a)) «= 

setzen. 

Was diese Ableitungen betrifft, so sind diese wirklich leicht zu 
finden. Ist zunächst G{y, x)='0 die vorgegebene Gleichung, und 
denken wir hierin y durch die ihr genügende Potenzreihe b-\-^{x\ä) 
ersetzt^ so ist die Differentialänderung der convergenten Potenzreihe 
G{h + ^{x\a), x) 

identisch Null und demnach 

dG 

dy dx 



dx dG 

dy 
Aus den Gleichungen 

cP(?(y, x) = 
=©..^+2(g|) ä.äy + (f-?) äyäy +gf) d«, = 0, 

usw. folgt dann: 

d'G d'G dy , a^ /dy Y 

(Py _ ds^_J_dxdy d x "*" gy» ^x ) 
dtt^'^ dG 

dy 

^ =. — JL 1^'^ 4. q g^Q^ /^.y\ I Q J^{dy\^ , a«G^ /dyV 
da?» ™ a^ * le^iT^ •" *^ dx^'dy ^dxf * ^ a^ay* ^d«>' ' äy» ^da>' 

^ l^äojay ^ äy« Uä^/ j daj«J 
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Es ist ersichtlich, dafs 

Ist die gegebene Gleichung 6r(y, :r, , a;^, . . Xn) —0, so wird 

dG 



-n » 



d^fit = V J*^ dx.dx, + 2 5 ^*^ da-,dy 

Wendet man diese Methode zur Bestimmung der um die Stelle 
(rc = 0, f/ = 1) des Gebildes 

«r — (1 + ^)* -* 

giltigen Entwicklung für y an, so geht die Potenzreihe 

y=l+ ♦» a;+ ^C" -l) *;+ " ("._i)(J?._2)J + ... 

hervor und weil der Coefficient von x* 



a o(^-^) a-'+o 



n / n 



1 . 2 . 3 . . . y 

n 



wieder die Form des i/^®° Binomialcoefficienten einer ganzen Zahl ^^ 

'MB. 

hat; schreiben wir auch in dem Falle der gebrochenen Zahl — : 



tn 



»=^TrT^>=(i+a:)»==i+(:).^+(-:-).a^^+(;),^+-" 

Sind £ = 1, ^2» ^3 ' • • ^m die m Wurzeln der Gleichung £"* = !, 
so sind die x = zugehörigen y-Werthe £^ (ft = 1, 2 . . »»), und die 
Darstellung der m-deutigen Grofse y in der Umgebung der Stelle 
{x == 0, y == Bfi) lautet: 

^ = *" (» + &, 'Hi\-' + ••••)- ^5 («X-'' 

wo nun auch die Bezeichnung (-** J = 1 benutzt ist. 

Bildet man die m**' Wurzel der w/*" und n./*^" Potenz von (1 +a:) 
in der Umgebung derselben Stelle (a; = 0, y = 1), so läfst sich durch 
Multiplication oder Division der diese Wurzeln darstellenden Potenzr 
reihen leicht der Satz beweisen: 

(l + a:)'» (1 +a:)'» = (1 +a:) " , 
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■ 

respective 

d. h. für die gebrochenen Potenzen gelten dieselben formalen Rechnungs- 
gesetze wie für die ganzzahligen Potenzen. Wenn diese Beziehungen 
zunächst in einem Bereiche um die Stelle a; «s (welcher der Wertli 1 
zugeordnet ist) erkannt sind, gelten sie auch für die aus den primitiven 
Elementen auf gleichem Wege abgeleiteten Fortsetzungen , die schliefs- 
lich den ganzen Stetigkeitsbereich der ^ra-deutigen Potenzen umfassen. 
Wir werden später die allgemeine Potenz zu untersuchen haben; 
hier sollte nur darauf aufmerksam gemacht werden, dafs wir die Po- 
tenzen mit rationalen Exponenten bereits behandeln können und wir 
stehen nicht an, ihre Regeln schon hier zu verwenden. Es mag nur 
noch bemerkt werden, was für eine Eigen thümlichkeit das algebraische 
Gebilde aufweist, wenn in 

y« — (a + a?)" = oder y'" — a» (l + — )" = 

die ganzen Zahlen m und n einen gemeinsamen Theiler Je besitzen. 

Es sei m =: m^k und n = n^h, dann wird die Entwicklung in der. 
Umgebung von a; = 0, y = p^ ==. J. = y^ -, 



sie stimmt also dort vollständig mit der aus der Gleichung 

entspringenden Entwicklung überein, und jede Fortsetzung dieser letz- 
teren genügt auch der ersten Gleichung , die reductibel sein mufs« 

Wenn man also y als die (—\ Potenz auffafst, ist y nur mj-deutig. — 

Gehören zu einer endlichen Stelle rc *»= a zufolge der algebraischen 
Gleichung 

ö(y, X) = /o(j:)jr + /•,(a^)r-' + - • • + fmi,x) = 

m endliche und von einander verschiedene Werthe y ^b^^ &2> * * > ^m 
und sind die Umgebungen der m Stellen (je '^ a, y = bfi) durch 

y^b^ + ix-a) ^^(x - a) = ^i^){x\a) 

dargestellt^ so folgt leicht, dafs der Convergenzradius keines der auf- 
gestellten Elemente ^^^{x\a) kleiner sein kann als \c — a\, wenn c 
die der Stelle a nächstliegende Nullstelle der Function f^^x) oder der 
Discriminante D{x) bedeutet. Denn andernfalls könnte man in der 

Biermann, Fnnctlonentheori«». 14 
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Umgebung jeder Stelle x^^ welche auf der Begrenzung des kleinsten der 
Gonvergenzkreise unserer Elemente liegt, m Potenzreihen 

aufstellen ; weil daselbst die für eine solche Entwicklung noth wendigen 
Bedingungen erfüllt sind. Allen Stellen x^y welche dem gemeinsamen 
Convergenzbereiche dieser und der ursprünglichen Elemente angehören, 
lassen sich dann 2 m Reihen 

^^^x\a,x,) und ff'^xlxo^x,) 

zuordnen^ die aber paarweise übereinstimmen müssen, weil es nur m 
Reihen geben kann, welche einem Werthe x^ m der Gleichung 
G(if^x)=0 genügende y- Werthe zuweisen. Dann aber kann x^ keine 
singulare Stelle eines der gegebenen Elemente ^^^(x\a) sein, und man 
sieht; dafs in der Umgebung der nächsten Grenzstelle nicht m sondern 
weniger Potenzreihen existiren können , und dieselbe als Nullstelle von 
f^ oder D zu definiren ist. 

Bei der allgemeinen binomischen Gleichung 

sind die Nullstellen der ganzen Functionen foix) und fmi^) die im 
Endlichen gelegenen singulären Stellen der allenthalben aufzustellenden 
Elemente für y. Sind die Coefficienten /*q, fi^^^-fm ganze transcen* 
dente Functionen , so können diese in einem endlichen Bereiche nicht 
unendlich viele Nullstellen besitzen, sonst müfsten sie ja in der Um- 
gebung einer Häufnngsstelle für unendlich viele Werthe Null und dann 
identisch Null sein. Darum aber läfst sich für Gleichungen G(x, y) 
B= 0, deren Coefficienten ganze transcendente Functionen sind, der 
Satz über den gemeinsamen Convergenzbereich m simultaner Elemente 
um eine Stelle a ebenso aussprechen wie früher; er enthält alle Stellen, 
die a näher liegen als die nächste Nullstelle von /J)(ic) oder D{x). 

Andere Vorkommnisse wird man später leicht beurtheilen, wenn 
die Darstellung eindeutiger Functionen mit beliebigen singulären Stel- 
len bekannt ist. — 

Enthält die gegebene Gleichung mehrere unabhängige Variable 
x^y x^j . , .Xn und ist (a) eine Stelle, in deren Umgebung m Elemente 

y = ^<f^>ix^,x^,...Xn\{a)) 

existiren, so kann eine Stelle {x^^^) nur dann auf dem wahren gemein- 
samen Convergenzbereiche dieser Reihen liegen, wenn es unter den 
den Bedingungen 

\x^ — a^\ = \x^y^ — a^l 

gehorchenden Stellen (x) mindestens eine gibt, die zu jenen singulären 
gehört, welche bei Entwicklung der Elemente ausgeschlossen werden 
mufsten. 
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Die simultanen Fortsetzungen simultaner Elemente werden nach 
einem früheren Satze dieselbe Gleichung erfüllen wie diese und in 
ihrem gemeinsamen Convergenzbereiche geben sie alle Werthe y^ deren 
diese Grolse daselbst fähig ist; d. h. es gibt in dem Conyergenzbereiche 
von m Reihen 

keine Stelle- (x'), der zufolge der Gleichung 

G{y, ^n a;^, . . . Xn) = A + yfn-i+ yYn-2H 1- /ijr = o 

andere Werthe für y zugehoren, als diejenigen, welche eben die 
Reihen liefern. 

Gäbe es neben den aus den Reihen entspringenden Werthen y/, 
y2, ' ' ' y'm iioch einen zu der Stelle (x) gehörigen Werth y', und 
setzt man 

a;,. = a?; + s; , y = y;,-{'rj^, y = yl^ + n'j 

so entstehen die (m-|-l) Gleichungen 

= (ft = l,2,...fn), 

9>m(l/, 52', . • . S«) + n'v^i{ii\ 62'. . . . 61:)+ • • • + V"9>o(5/, I2', •.•!«) 

= 0. 
Die Subtraction ergibt: 

und weil man bei ungleichem 17^ und 1}' durch i}^ — rf dividiren kann, 
folgt auch 

Doch diese Gleichung kann nicht bestehen, indem die GoefGcienten 
von {fif^ + V), {rii, + ri^Ti' + rjf^) usw. mit g,', g/, . . . |; beliebig klein 
werden und ipm-i (0, ... 0) voü Null verschieden ist, weil ja in einer 
Umgebung von (x) m Reihen aufzustellen sind. Die Annahme war 
also unrichtig und der Satz erscheint bewiesen. — 

Jetzt ist auch die in dem zweiten Capitel angeregte Frage nach 
der Continuität einer ganzen rationalen Function f(0) dahin zu beant- 
worten: Weil die ganze Function jeden Werth annimmt und die einem 
ersten für z = a hervorgehenden Werthe A benachbarten Functions- 
werthe für solche Argumente entspringen, die nur durch eine Potenz- 
reihe gegeben werden, so ist die ganze rationale Function continuirlich. 

§ 39. Fortsetzung. 

Wir setzen nunmehr voraus , dafs die algebraische Gleichung (mit 

rationalen Coefficienten) G{yyX) =^0 in der Umgebung einer Stelle 
{b, d) nicht die vollständige Form 
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ydyri-TK^^j^ 


T viy ^j2 -r v'/> € 


besitze, sondern dafs hierin 




dG 


d'G ^-^G 


dx > 


dx* ' ^aj/^-i 







an der Stelle (a; = a, y = 6) verschwinden. Ist immer. noch (-k— ) 

von Null verschieden 9 so werden die oben aufgestellten Differential- 
quotienten 

dy ^y_ d^~*y 

an der Stelle (o; »= a, y ^^^h) Null sein, und die oben benützte Ent- 
wicklungsform 

erhält die Gestalt 

y = h + {x - a)^5ßj(a;|a). — 

Ist y=ß keine Nullstelle der Discriminaute der Gleichung (T(.v,a;) 
= mit der unabhängigen Variabein y und keine Nullstelle des Co- 
efficienten von a^ in der nach x geordneten Gleichung (mit ganzen 
Functionen von y als üoefficienten), so können wir in der Umgebung 
einer Stelle (y «= /} , a; = «) eine Potenzreihe 

ableiten, sofern f-^— ) von Null verschieden ist. 

Jenachdem wir also x oder y als unabhängige Variable ansehen, 
folgt in der Umgebung einer nicht singulären Stelle {a,b) resp. (b,a) 
eine Entwicklung der Gestalt 

x — a = t, y — ft = ^ ^, (^) 
oder 

y--b = t, x — a = ^^2(0^ 

wo t eine neue Variable bedeutet. 

Substituirt man an Stelle der Variabein t eine in der Umgebung 
der Stelle u =>0 verschwindende convergente Potenzreihe 

t = a^u + «2** + • • * > 
so besteht in der Umgebung jeder endlichen Stelle (a,b), an welcher 

-| — , -— ~ nicht gleichzeitig Null sind, eine Darstellung des alge- 
braischen Gebildes in der Form: 

a; = a + ti qS, (m), y = 6 + w ^2 Wi 
wo ^i(w) und ^jW gewohnliche Potenzreihen sind. — Beschränkt 
man die neue unabhängige Variable u auf den Bereich^ wo ^| und ^2 
convergireu, so gehört zu jeder Stelle u ein Werth t und ein Werthe- 
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paar(rz;,y)^ und verschiedenen Werthen Mj , t«^ entsprechen verschiedene 
Werthepaare, wenn nur \a^\ von Null verschieden ist, denn dann 
werden u^ und Mj verschiedene Werthe t^ und ^2 s^uzuordnen sein. 
Wäre nämlich t^ <» ^21 ^^ müfste in 

'1 -* ^ = (wi — W2) («1 + «2 (w, + M2) + a3(«*i^+ W1W2+ V) H ) 

der absolute Betrag von 

«1 + «2 (^^1 + W2) ^ — 

verschwinden, und das geht bei der über |aj gemachten Annahme 
nicht an. 

Setzt man au Stelle von u eine neue Potenzreihe mit der unab- 
hängigen Variabein v: u = ^(v), nimmt an, dafs ^^(0) verschwindet 
und der Coefficient von v von Null verschieden ist, auf dafs 

w s= /5,t; + /Jj^^ + • • • 
gilt, so folgt eine neue Darstellung: 

Jedem Werthe v aus dem Convergenzbereiche der Reihen ^, und '-^.^ 
gehört ein Werthepaar (a:, y) und verschiedenen Werthen v, und Vj 
gehören verschiedene Werthepaare (x,y) an, denn bei der gemachten 
Voraussetzung können die entsprechenden u- Werthe nicht gleich sein. 
Auf die genannte Art läfst sich demnach ein Element des alge- 
braischen Gebildes durch unendlich viele Paare von Potenzreihen dar- 
stellen; es ist nur zu zeigen, dafs die einem Fundionenpaare 

x = a + u ^,(w), y = 6 + w^2 W 
entspringenden Werthepaare (Xj y) einer hinlänglich kleinen Umgebung 
von u = identisch sind mit den aus einem zweiten Functionenpaare 

x^a + v^,{v), y^h + v^^{v) 

hervorgehenden Werthen für x und y, wenn man v wieder in hin- 
länglich kleinem Bereiche um die Stelle v =^0 erhält. 
Setzt man 

x — a = aotiA*-|-'a,ti/*+^ + • • • ^ y — b =^ fcoW+^i^*^* + • • • 

und leitet einen der fi Werthe von 7/?^=^ — • er heifse X^ — durch 
die Entwicklung von 

oder 

ab, bestimmt hierauf die der Reihe 

X^ = u -^- 03' w' + as' w^ + • • • (a) 
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identisch genügende Reihe 

«- WI(Z,)-!l)<"l(^'^)' 1 (« 



V'((^)') 



oder kehrt — wie man sagt — die Reihe (a) um, so wird die Reihe 
(ß) die Gleichung a;--a = tt^,(M) identisch erfüllen. Darch Substi- 
tution der (i Reihen (ß) in die Gleichung y — & «» u^^C^) ordnet mau 

andrerseits den fi Werthen von // 5lI-2 ^ Werthe y zu, denn in 

i, (^'/' ((^>))' + ^ (^v {i?^y)y+ ■ ■ ■ 

können nicht alle Potenzen von ( ^~" -j^ ,' die mit fi keinen Theiler 

gemein haben, verschwinden, denn sonst würden verschiedenen u -Wer- 
then gleiche Werthepaare {x, y) entsprechen können. Man sieht also, 
dafs einem Werthe von x in der Nähe von a ft der Stelle b benach- 
barte Werthe y zugehören, und ebenso gehören einem Werthe y v 
der Stelle a benachbarte Werthe x zu. 
Ist andrerseits 

so entsprechen einem Werthe x in der Reihe von a f»' Werthe y und 
einem Werthe y v Werthe von x. Das ist nicht anders möglich als 
wenn 

ist, da einem x- oder j^-Werthe nur eine bestimmte Anzahl von y- 
oder :r -Werthen zugehören kann. Ferner lehrt ein ähnlicher Schlufs 
wie früher, dafs die Werthepaare (x^ y) aus den beiden Functionen- 
paaren gleich sein müssen, d. h. solange u und v zufolge der Beziehung 

u = ß^v + ß^v^ H • 

um beliebig wenig von einander abweichen, können die zugehörigen 
Werthe o;, und X2 nicht verschieden ausfallen. 

Umgekehrt sieht man, dais die zweien Functionenpaaren ent- 
sprechenden unendlich ^kleinen Werthe für {x — a) und (y — b) nur 
übereinstimmen können, wenn u und v durch eine Gleichung 

u = ß,v + ß.y + "' (|/J,|>0) 
oder 

v^ß,'u + ß,'u^ + -'' (l/»,'|>0) 

verbunden sind. — 

Wir haben nun gelernt, wie man das algebraische Gebilde au jenen 
endlichen Stellen darstellt, wo die Discrimiuaute D^{x) oder 1^2 (!^) 
verschwindet, jenachdem man x oder y als die unabhängige Variable 
betrachtet y doch war vorausgesetzt, dafs an diesen Verzweigungsstellen 
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von y(x) oder x{y) (0— ) respective (^) nicht verschwindet. Dann 

konnte y oder x nach gebrochenen Potenzen von {x — a) oder (y— 6) 
entwickelt werden oder es existirte ein Functionenpaar 

m 

WO die Potenzreihen ^^ und ^2 nicht beide mit Gliedern ersten Grades 
beginnen. 

Wir setzen nun auch voraus, dafs 'die ganze Function G(Xy y) 
in der Umgebung einer im Endlichen gelegenen Nullstelle (a, b) die 
Form besitze: 

wo (5, i?)y wieder die Gesammtheit der Glieder v^^' Dimension be- 
zeichnet. Es sollen also die beiden Gröfsen 



(1^) -' m 



verschwinden und die Glieder niedrigster Dimension, welche nicht Null 
sind, seien Glieder (i^^^ Dimension. Wir können voraussetzen, dafs 
die Üoefficienten von g^ und i^^*, d. i. 

nicht Null sind, denn andernfalls führt eine homogene lineare Sub- 
stitution 

g = a„g' + ai2i2', ^ = «215' + «22^' 
auf eine Darstellung von 6r(a+6', 6 + ^ ); in welcher die Üoeffi- 
cienten von gV und tff* nicht verschwinden. In der That folgt ja aus 
der Existenz eines Gliedes ft^^^ Dimension 






V 



das Vorhandensein nicht verschwindender Coefficienten von |> und 12'^ 
Zerlegt man die homogene Function ft*®" Grades (g, i^V ip das 
Product ihrer Primfactoren : 

indem man zunächst ^ = t setzt, dann 

r 

bildet und endlich 

substituirt, und wählt man nach der Zerlegung entsprechend den r 
Gröfsenpaaren a^, ß^ r Grofseupaare üq Iq derart, dafs 
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■ 

a^ß^ — ft^ttj = 1 und \agßQ' — h^a^l > 

wird^ so kann man rmal zwei Gröfsen 1^ und ^^ durch die Glei- 
chungen • _ 

definiren^ aus denen - ' 

resultirt. In den neuen Gröisen S^^^^ erhält die Function ($, 17)^ die 
Gestalt: 

r 

und es wird 

G(a+|, 6 + 1}) = g?{ ^?*,(fl-,) + lfV,(^-,) + • • • } =l?^s(l(M 1«?), 

WO ^^ eine ganze Function von ig und rj^ bezeichnet.*) 

Wir behaupten nun, dafs die Gesammtheit der aus den r Glei- 
chungen 

9Q{k^nQ)=^0 (p = l,2, ...r) 

entstandenen unendlich kleinen Werthepaare (^, ^^) mit Hilie der 
diese Gröfsen definirenden Gleichungen gerade in die der ursprüng- 
lichen Gleichung G(a + 5, 6 + 12) = genügenden unendlich kleinen 
Werthepaare zu transformiren sind, oder mit anderen Worten: dafs 
die letzten r Gleichungen in der Umgebung der Stelle (0, 0) der Glei- 
chung &(a+S> & + iy) = äquivalent sind. ' 

Da ggi^Qy 1?^) keine von |^ freien Glieder in ^^ enthält| die von 
niedrigerem als dem fi^^^^ Grade sind, entsprechen einem unendlich 

kleinem Werthe von ig^ fig unendlich kleine Werthe rjgj die wegen 
der Irreductibilität von g^ im Allgemeinen von einander verschieden 

ausfallen. Daher gehören zu unendlich kleinen Werthen f, , l29*--lr 

*) Man kann andrerseits die Gröfsen o^ und bg so wählen, dafs Og ^ ^ghg 
für ein von q verschiedenes q' von Null verschieden und o^ — J^'5^ ^a 1 wird, 
und dann setze man 



oder 



so folgt 






und 



r 



G(a + ^,b + f,)= S^Ppdp.V' 
WO g ebenso wie G{x,y) irredactibel sein mufs. 
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^ unendlich kleine Werthepaare (J^, ^^) ($> ^» 1, 2^ . . . r) und die 
verschiedenen Gleichungen 

entnommenen Werthepaare geben von einander verschiedene Lösuugeu 

5i = (—«?+ «e no) l^ y n\ = (— ßq + \ni^)\ 

der GleichuDg 6r(a-f'S> b'\-7i) =^0. Setzt man nämlich voraus, dafn 
bei gleichen Werthen von |^ und \q' 

Si = S2 > ^1 = % 
wirdy so müfste bei den hier in Betracht kommenden unendlich kleinen 
Werthen von ^^ und ^^' 

«e = «e' ; /*« = i*?' 
sein, was gegen die angenommene Zerlegung von (S, i})^ verstofseu 
würde. Es gehen also aus den r Gleichungen Qq '^ und den die 
Grofsen |^ , rj^ mit ^ und 17 verbindenden Gleichungen wirklich fi un- 
endlich kleine Werthepaare |, 1/ hervor, die der Gleichung 

G(« + g, 6 + fl) -0 

genügen. Weil aber diese Gleichung die Glieder l'* und rf enthält, 
gehören umgekehrt zu einem Werthe £ ft unendlich kleine Werthe ri 
und fi^ Werthepaare i^, ^^. Jetzt ist die Äquivalenz des Systems 
von r Gleichungen g^^^O mit der gegebenen Gleichung für unendlich 

kleine Werthepaare (f^, ^^) und (|, iy) evident. 

Um nun 17 als Function von g darzustellen , benütze man — sofern 

(x-^j au der Stelle ^^ = 0, 5^ = nicht verschwindet — die aus den 

Gleichungen g^ (|^, , rjg) = hervorgehenden Potenzreihen : 

^j = I?^ti(S?) öder 1^ = ^ ^^c=t^^^(t). 

Wenn demnach in der Zerlegung von (j^, rjDf^ (i von einander 
verschiedene Primfactoren (/S^| — a^rf) auf treten , gibt es in der Um- 
gebung der Stelle {x = a, y = 6) des algebraischen Gebildes G(x,y) 
=^0(1 von einander verschiedene Functionenpaare : 

oder 

X - a = X^^fKt) , y-b^^PHi) (9 = 1,2,...,.) 
und die Gesammtheit der aus denselben für hinlänglich kleine Werthe 
von t entspringenden Werthepaare (x, y) genügen der gegebenen 
Gleichung. 

Die Stelle (a, h) heifst eine fi-dementigej weil ^ der m Elemente 
für y an der Stelle x ^>^ a denselben Werth b annehmen. 
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' Gibt es hingegen ganze Functionen 9^ (|^^ ^^), in welchen das 
Glied niedrigsten Grades in rjg ^^^ ist, so verfahre man mit der 
Gleichung 

ebenso wie früher mit 6r(a-(-S) b-^-rf) ^>^0, Man zerlege die homo- 
gene ganze Function (|^,^^), welche die Glieder |^p und ^« wieder 
enthalten soll; in das Product ihrer Primfactoren : 

wo ^iiQ,n = f*^ ist, wähle dannp Gröfsenpaare c^^rtfhQ^n derart, dafs 

wird, setze wieder 

leite dann _ _ _ 

ab, so wird das System der p Gleichungen ^^,^ »sQ mit den neuen 
Variabein 5^,«, f[g^n der einen Gleichung p^ = in dem früheren 
Sinne äquivalent sein und es kann der Fall eintreten, dafs für ij^,» 
eine an der Stelle f^^^ssQ verschwindende Potenzreihe aufzustellen ist, 
die wieder die Existenz eines Functionenpaares 

zur Folge hat 

Andernfalls mufs man die Transformationen der bisherigen Art 
fortsetzen, doch ist zu zeigen, dafs man nach einer endlichen Anzahl 
von Transformationen stets zu Gleichungen (^(l,^)=sO gelangt, welche 
die abhängige Variable rj in der ersten Potenz enthalten. 

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dafs 

(1, 12V = c(^,i -«.>?>" 

sei, und schreiben wir die aufeinanderfolgenden Substitutionen in der 
übersichtlichen Form: 

ß^a^ — a^h.^^ 1, 6, = (— a2 + a.^i?2)S2; n\ = {'-ß2 + hn2)i7 

durch welche successive die Gleichungen 

G {a + i, b -\- 71) -= lt'9i{^i.Vi) 

g,-i{ir-i,rir-i) = CMS», »?.) 
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hervorgehen, so mufs man beweisen ; dafs die gewifs nicht zunehmenden 
Exponenten (i, (i,^^ (I2, . . . (iv nicht gleich bleiben können, sondern ab- 
nehmen und ein letzter den Werth Eins annehmen wird; dann ent- 
hält ^y(Sv; ijy) gewifs ein Glied erster Dimension. Wenn aber in 

d ^=>0 sein sollte, führt eine lineare Substitution 

S* = Si + ciyi, 1?, = fii 
auf eine Gleichung: 

der eine Potenzreihe: 

zu entnehmen ist. Weil ferner | und r^ rational durch gy und r^l aus- 
zudrücken sind, existiren auch zwei Potenzreihen: 

welche der Gleichung ff(a+|, h -}- rj) »^0 genügen. 
Leitet man aus der Gleichung 

die Relationen ab: 

aSi di di, "*" dn ag^ ' dm " as drix "^ dri dfi\ 
oder 

l^M'-'9x + I?' H" = H (- «. + «.>?.) + ff (-i». + ^'J.) 
und berechnet aus diesem Gleichungssysteme 

so erscheint -Ay und -^ als homogene lineare Function vonA^y und 
^ ' Drückt man wieder g^ und die ersten partiellen Ableitungen durch 
ffoj Q?-» ^ aus usw., so wird 

^2' ag,' aij, ' 

wo <pt und ^v ganze Functionen bezeichnen. Stellt man auch noch 
5,, g.ji'''^»-! durch 5, dar, so folgt: 
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Nehmen wir nun an^ dafs die Exponenten ft|, ii^y...fi^ gleich 
bleiben; dann ist vor Allem 

ffi (6i 1 ^i) = GV^' + 5i Vi (Si , Vi) 7 
und wenn yi(6|, i^i) Glieder der (fi, — 1)'®" Dimension enthält: 

so muis 

C^?' + 6i(6i,^i)/..-i • 

die f*/° Potenz eines Fastors {ß^^x — ^^Vx) sein und die Coefficienten 
«2» ß^ werden a^ und /Jj proportional^ weil die Function (S, , i^i^^ der 
Voraussetzung nach den Factor {ß^^x — ^2^1) enthält Die Grofse a^ 
wird darnach gewifs von Null verschieden sein. 

Durch denselben Schluis ergibt sich^ dafs unter der Annahme 
gleicher Exponenten fi|, fi2, . . . (ip auch 0^, a^, . . . a, nicht Null sein 
können y aber dann resultirt endlich noch für $ und 17 eine bestimmte 
Darstellung der Gestalt: 

i = ((— l)"«!«? . . . Or^ + A, (Sir, 1?»)) 6r 

V = ((- ^rßx «2 • • • «^ + A'i (6^> ^i')) Sr . 

wo die ganzen Functionen h^ und Aj kein constantes Glied mehr ent- 
halten. 

Ist G(x,y) eine irreductible Function, so können G und — keine 

gemeinsamen Theiler in 17 besitzen. Dann gibt es zwei ganze Functionen 
0(6, v)f ^(69 ^)i deren Grad in iy niedriger ist als der von G resp. 

^ - und welche die Beschaffenheit haben, dafs 

eine rationale Function von S allein wird. Wir setzen fest, dafs 
und W keine Potenz von 6 zum gemeinsamen Theiler haben und 

sei, benutzen dann die oben abgeleiteten Formebi, und vergleichen in 
der entstehenden Relation 

= ii ((- 1)' Jf«, . . . a, + A, (g„ ,,))^ B(§'i)l) 
die niedrigsten Potenzen von |y, so wird noth wendig ' 

it*l + f*2 + * ••• + f*» - ^ = V (^1 — 1) ^ ^- 
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Da somit v an die endliche obere Grenze — ^jr gebunden ist, existirt 

nur eine endliche Anzahl von Transformationen j durch welche der Ex- 
ponent fi^ nicht erniedrigt wird. 

Mit diesem Satze ist vollständig bewiesen, dafs die Umgebung jeder 
endlichen Stelle (a, b) eines algebraischen Gebildes durch ein oder mehrere 
FuncHonenpaare darzustellen ist, je nachdem an dieser Stelle 

-K— und -K — 
dx dy 

wicht beide verschwinden oder beide NuM siful.*) 

Es handelt sich noch darum, die Darstellung des Gebildes in der 
Un^^ebung unendlich ferner Stellen (a, b) zu vollführen, wenn also a 
oder b oder beide Grofsen a und b imendlich sind. 

Man setze der Reihe nach 

■ 

x = ~, y '-b = ri oder x — a = lj y = "^ 

oder 

1 1 

* = !' ^ = T 

nnd behandele 17 als Function von £ in der Umgebung der Stelle |<=0. 
£s ergeben sich die Potenzreihen: 

ri = y-b = l^{l) oder 1, = 1 = HKS) 
oder 



ij^'—S^CD-i^^C), 



wenn 



\ a^ l 

(1 = 0, 4=0) 

von Null verschieden ist, und allgemein existirt ein Fonctionenpaar 

ij = T>P,(ir), S = r5p,(T). 

Die Darstellung um die Stelle (00, b) gilt aufserhalb desjenigen end- 
lichen Bereiches, welcher alle im Endlichen gelegenen singulären 
Stellen x' enthalt, für die die Gleichungen 

' dy 
gleichzeitig bestehen. 

Es ist nunmehr analytisch ausgedrtickt, wie man die den x Wer 
ihen der Umgebung irgend einer Stelle in dem Bereiche der unabhän- 
gigen Variabein x zugehörigen Werthe von y darstellt. Es soll noch 
kurz das Verhalten der durch eine algebraische Gleichung: 

G{y. X) = f,(x)y-^ + f, {x) jr-i + . . . + f^{x) =. 

*) Die in diesem Paragraphen gegebenen Bntwicklangen sind durchaus 
Weierstrafs* Vorlesungen entnommen. 
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— wo ffi{x) ganze rationale Functionen sind — definirten Grofse 
y BS f{x) an den verschiedenartigen Stellen x durch neue Bedingungen 
charakterisirt werden. 

Ist x = a ein Werih, dem eine einfache endliche oder unendliche 
Wurzel y = f{a) = b zugehört, so wird 

{fixUx - a)) = 
oder 

denn es gilt: 

y^i = ^x^ay^(^-^) \ + (a; - a)^+^ f ^V- i .,, + •• • 

beziehungsweise : 

(a,<») («.«) 

Ist an der endlichen Stelle {a, b) neben 

^j von Null verschieden, so wird 

(ax),{x-a)l) = 0, 

weil die Entwicklung 

1 1 

y -- b = (X — a)»" ^((a; — ä)f) 
besteht. Ist erst das Product 

{f{x).{x-a{'^~)^0, 



x = a 



.tt 



SO mufs die Entwicklung lauten: 

-i- = {X - a)^ ^((x - ay) 

und mau sagt: y oder f{x) wird an der Stelle a von der Ordnung 

unendlich. 

Tritt an Stelle des ^aiendlichen Werthes a die unendlich ferne 
Stelle o; = oo, so sind 

(/^(*)(-i-)'')="0 und (/-(x) .(^) " ) = 

« = 00 

die Bedingungen dafür, dafs y an dem (/li — 1) fachen Verzweigungs- 
punkte rroBoo endlich oder von der yj Ordnung unendlich ist. 
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Ist x=:a eine /t-elementige Stelle des algebraischen Gebildes ; so 
können die genannten Vorkommnisse zusammenfallen^ d. h. dieselbe 
Stelle kann aus einer oder mehreren einfachen oder Yerzweigungs- 
stellen bestehen ^ und y kann fOr x^=a endlich oder unendlich sein; 
zum Beweise erinnere man sich nur an die Äquivalenz der Gleichungen 
G = und gr^ = ((> = 1, 2, . . . r). 

Wir behandeln ein bestimmtes Beispiel: 

Es sei die algebraische Gleichung 

X 

gegeben und hierin 

^n« = n. 



X 



Die (A -f- 1) positiven ganzen Zahlen m und fix sollen keinen gemein- 
samen Theiler haben , der gröfste gemeinsame Theiler von m und n 
heifse m^y der von m und n» m^ und es sei 

In der Umgebung einer endlichen, nicht singulären Stelle (a, b) ex- 
istirt ein Functionenpaar 

Ist aber a eine Nullstelle a« des Polynoms 
so setze man 



2 



WO der Strich bei den Productzeichen anzeigen soll, dais unter den- 
selben i nicht mehr den Werth x anzunehmen hat. — Bezeichnet man 

A U\a, - a,f ^ H:- , 

i 

so wird 

yf^x = jK^ (a; — a«Xl + [x — a^) ^[x — a^)). 

Sind (jLgf Vx zwei positive ganze Zahlen kleiner als fi« resp. Vxy welche 
der Bedingung 

f*x Vx — Vxlix = 1 

gehorchen, so wird 

^ns-r'nf.^ = BiT^'^'^Ca; - 0x^(1 + (a: - Ux) ^(x - a.)) 
und setzt man nun 

so folgen in der Umgebung der Stelle (a,, 0) entsprechend den w, 
Werthen von Bx ebenso viele Functionenpaare: 
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a: = ax + £?'* ^* , y = ^x « e- (1 + 5S'' ^ ^ (BJf'* /^«) . 
Um y in der Umgebung der m^ unendlich fernen Stellen darzustellen, 
setze man 

hierin aber 

dann 

so werden die m^ Function enpaare: 



X = , , y 






Damit sind nun zu jeder Stelle {a, b) die zugehörigen Functionen- 
paare aufgestellt, und soweit das einzelne Paar eine Geltung hat, so- 
weit sind die zusammengehörigen Werthe (x^y) durch dasselbe definirt. 

§ 40. Transformation algebraiaoher Gleichungen. 

Wenn jetzt die durch eine algebraische Gleichung 6r(y, x) = 
definirte Gröfse y in der Umgebung jeder Stelle x = a dargestellt 
werden kann und daselbst die zusammengehörigen Werthe x und y 
stets durch eine endliche Anzahl von Functionenpaaren auszudrücken 
sind, so läfst sich das Verhalten einer rationalen Function von x und y 

^^^'^^ 9t{x,y)^ 
wo die ganzen Functionen g^ und g^ keinen gemeinsamen Theiler 
haben mögen, in der Umgebung jeder Stelle (a, h) angeben, indem 
man die daselbst bestehenden Functionenpaare für x und y in B{x^y) 
einsetzt. Bezeichnet R{ayl) den Werth von Bix^y) an der ge- 
gebenen Stelle, so wird 

E(x,y)-'R{a,h) 

durch eine in der Umgebung der Stelle ^ =» convergente Potenzreihe 
nach t dargestellt, sofern i2(a, &) endlich ist; andernfalls beginnt die 
Entwicklung mit einem Gliede c^~* . Nach dem Werthe des Potenz- 
exponenten Tz sagt man, dafs die rationale Function die A;fache Stelle 
(a, h) besitzt und von der 4*«" Ordnung unendlich wird. 

Ist wie bisher G{y^x) in y vom w**'" Grade und sind yi, ^2» • • • Vm 
die m einem ^-Werthe zugehörigen Werthe von y, so kann man in 

9i (x,y^) Pi(J?,y^)gt(g> Vt) 9t(^ » Vf)^. . . 9tix ,j^ _i) gtjx, y^^ ^) . ..9n{x, yj 
9*(x,y^) ^ " gt{x, y,) g^ix, y») ..~gt{x , yj 

den Nenner, der eine symmetrische Function von Vi > 2^2, - . • ym ist, als 
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Function Ton x allein darstellen ^ der Zähler hingegen ist eine Function 
Ton X und y. Die rationale Function erhält also die Gestalt: 

und hierin kann f{x,y) gewifs nicht den Theiler ff(Ä?,y) haben, wenn 
B{x^y) nicht überall verschwinden soll. Weil G{Xyy) irreductibel 
ist, haben f{x,y) und G(x,y) überhaupt keinen Theiler gemein. 

Wir fragen nun nach den Stellen {x,y)y für welche R{x,y) einen 
bestimmten Werth annimmt. 

Bildet man das Product 



ljy-ii{x,y. )) ^^ ^ir(^> . 

wo j^) die zu einem x gehörigen j^-Werthe sind und die ganzen 
Functionen !^|, ^2> - - • ^m keinen gemeinsamen Theiler haben sollen, 
so wird einer der m Werthe R{Xy y^j^^) gleich £f, wenn x der Gleichung 

W{x,z)^0 

entlehnt ist. Dabei denken wir diejenigen x Werthe ausgeschlossen, 
für welche auch ^(^) verschwindet, weil dann unser Product in der 

unbestimmten Form — erscheint. 

Um zu sehen, wie oft eine rationale Function R{Xyy) einen 
Werth annimmt, mufs man die Beschaffenheit von W(x^z) erkennen, 
und dazu behaupten wir, W{Xj z) ist irreductibd oder doch die gane- 
mhlige Potenz einer irreductiblen Function. 

Es sei ^{Xj 0) das Product verschiedener irreductibler Factoren 
Wi{x,0) und x' eine Stelle, der nur endhche Wurzeln jer' der Glei- 
chung Wi^^O entsprechen, dann gehört zu 0' eine Lösung der Glei- 
chung G(ic, y) «= 0, für die ^'— R(y,x) verschwindet, denn andern- 
falls könnte das obige Product nicht Null sein. Da somit jede der 
Functionen ^<(a;, jß(rr, y)) für jede Stelle der Umgebung von x' eine 
Wurzel y mit G(x^y) gemein hat, sind sie durch G theilbar. Jetzt 
aber sieht man, dafs je zwei der Functionen Wi{Xy0) für jede Stelle 
aus der Nähe von x' auch eine gemeinsame Lösung besitzen und 
darum jede durch die andere theilbar ist. Sie stimmen also bis auf 
einen von unabhängigen Factor überein, doch weil ^F(x,0) keinen 
solchen Factor enthält, wird 

W{x,0)=^{Wi(x,0)y, 

wo A ein Theiler. von m ist. Gleichzeitig wird der CoefGcient von 0^, 
nämlich ^(js), die A*® Potenz einer ganzen Function tlfi(x), und man 
kann das Product in der Form schreiben: 

Blermanii, Fnnotionentheorie. 16 
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Ist der Grad von Wi in x v, so gehören gemäfs der Gleichung ^i^>=0 
zu einem Werthe von v Werthe x und jedem derselben entsprechen 
A verschiedene Factoren B — B{Xy j/jf*^). Je A Factoren des Pro- 
ductes liefern Wi, 

Hat man die zu einem ;er-Werthe gehörenden Werthe x gefunden, 
so gehen die entsprechenden y-Werthe aus den Gleichungen 

G (a?, y) — und W{Xy B {x, y)) = oder g — B(x,y) = 

heryor. Ist V{x,0) irreductibel, so kann die diese y definirende Glei- 
chung , deren Coefficienten rationale Functionen von x und js sind, in 
y gewifs nicht von höherem als dem ersten Grade sein und y wird 
rational durch x und z darstellbar, denn andernfalls entsprächen einem 
iC-Werthe mehr als m Werthe y, und folglich gehören zu einem Werthe 
so viele Stellen (x,y) als der Grad von W{Xyg) in x anzeigt. Ist 
aber ^die A** Potenz von ?Pi, so gehören zu einem Werthepaare(£f,a;) 
A im allgemeinen von einander verschiedene y -Werthe und zu einem 
Werthe » kv Stellen (a?,y), wo kv^^h ist*) 

Diese Sätze gelten auch, wenn man z einen Werth gibt, für den 
mehrere der rr-Werthe einander gleich werden, nur mufs man diese 
und die y -Werthe stets in der gehörigen Vielheit zählen. Hat jet einen 
Werth, dem gerade ein x zugehört, welches die Function ^(rr) oder 
^,(0:) zum Verschwinden bringt, so werden Grenzbetrachtungen die 
fortdauernde Giltigkeit der Sätze bestätigen können. Also jeden 
Werth z wird die rationale Function ü(a;, y) an gleich viel Stellen 
{Xf y) annehmen. Die Anzahl dieser Stellen nennt man den Grad der 
rationalen Function. 

Sind neben der Gleichung G(x, y) = zwei rationale Functionen 

5 — Bi(aj, y), ri^R^ix, y) 

von dem ^^^ und 1/^^" Grade gegeben, so entspricht jeder Stelle {x, y) 
ein Werthepaar (S, rf), £s entsteht nur die Frage, wann umgekehrt 
einem Werthesysteme (S, 17) eine einzige Stelle {x, y) zuzuordnen ist. 
Zu einem Werthe g gehören (i Werthepaare (x, y) und (i Werthe 
q, die man auch aus einer Gleichung findet, welche zwischen ( und 17 
allein besteht. Nennt man die zu g gehörigen ^ Werthepaare (x^y): 

(^i> Vu) (•^'2» y^j-i • • • C^/«» Vf)} 

und bildet 



iJ (n- R2 i^nf yx)) , 



so ist dieses Product eine irreductible Function von £ und ri oder die 
Potenz einer solchen. Besteht nämlich zwischen x und i die irreductible 



*) Vergleiche die Darstellaiig von Weber nnd Dedekind in dem 92. Bd. 
des JoarnalB für reine und angewandte Mathematik §§ 1, 2, 13. 
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Gleichung ^1^|(|, rr) «= und ist y rational durch x und § darstellbar, 
so geht das Product in ein nächstes über: 



ü 



welches wegen der symmetrisch eintretenden Grofsen x^t rational durch 
1} und die Coefficienten von ^](S; o;) = auszudrücken ist; sind ja 
doch die zu einem | gehörigen Gröfsen x» gerade die Wurzeln dieser 
Gleichung. Es folgt also in der That die Existenz einer Gleichung: 

n(.i-B,(*..».))-('-^if*)"- 

X 

Sollte V?^{%^ x) die A*« Potenz eines irreductiblen Factors und y 
nicht rational durch x und % darstellbar sein, so führt eine einfache 
Substitution 

'x = x + cyy y = y 

zu einer Gleichung G{x^ V) = ^^ ^^^ Beschaffenheit, dafs die zu der 
rationalen Function | «=12^(0;, t^) gehörige Gleichung zwischen g und 
X irreductibel ist, d. h. man kann c so wählen, dafs einem Werthe g 
nur verschiedene Werthe x entsprechen: 

Die Gleichung zwischen 5 ^^^^ V lautet ^^(g, ij) = 0. Ist A' = 1, so 
erreicht rf in ^2(^; V) ^^^ Grad ft, denn es gibt zu einem § -Werthe 
^ Werthepaare {x, y). In diesem Falle V =^\ kann man umgekehrt 
X und y rational durch | und ri darstellen , denn zufolge der Relationen 

ist zunächst x rational durch g und ri auszudrücken und ebenso y, 
denn y ist eine rationale Function von x und g. — 

Zwei rational in einander transformirbare algebraische Gleichungen 

O{x,y)^0, r(g, ri)-0, 

deren Stellen {Xj y) und (g, ri) einander wechselseitig entsprechen, zählt 
man als zu einer Klasse gehörig und eine jede Gleichung ist als Re- 
präsentantin einer ganzen Klasse aufzufassen. 

Will man einer Repräsentantin eine bestimmte Normalform geben, 
so kann für diese Form die geringste Constantenzahl oder die niedrigste 
Dimension oder eine andere Forderung mafsgebend werden; die Zweck- 
mäfsigkeit hat hier zu entscheiden. 

Beachtet man, dafs die verschiedenen algebraischen Gebilde einer 
Klasse verschiedenartige singulare Stellen haben werden, so kann man 
nach denjenigen Transformationen 

l^B^{x, y), ri = Ez(x, y) 

fragen 9 durch welche die entstehende transformirte Gleichung 

16* 
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r(l, i?)-o 

besondere singulare Stellen erhält, z. B. eine Stelle , in deren Um- 
gebung das neue algebraische Gebilde durch ein einziges Functionen- 
paar dargestellt wird. Allerdings bedarf die Erledigung dieser Trans- 
formationen weitläufiger Untersuchungen, denn wir werden leicht gewahr, 
dafs eine rationale Function e ^^ R{x, y) mit vorgeschriebenen Unend- 
lichkeitsstellen durchaus nicht existiren mufs und deshalb sind wir 
nicht sicher, ob man eine Gleichung derselben Klasse angeben kann, 
welche irgend gestellte Forderungen erfüllt. Man mufs also nachsehen, 
welche Forderungen mit der Natur einer rationalen Function B(x^y) 
verträglich sind , sofern zwischen x und y eine algebraische Gleichung 
G{Xy y) «= besteht 

Wir wollen zur Erläuterung zeigen, dafs eine rationale Function 
z =B It{x, y), die nur an einer Stelle und dort von der ersten Ord- 
nung unendlich wird, im Allgemeinen nicht existiren kann, dafs viel- 
mehr solche Functionen nur möglich sind, wenn die Gleichung 

eine besondere Beschaffenheit aufweist. 

Angenommen, dafs es eine solche Function «= R{x, y) gibt, so 
kann sie jeden Werth nur einmal annehmen. Zwischen e und x be- 
steht dann eine Gleichung ersten Grades, und x xxudy lassen sich als 
rationale £\inctionen von allein darstellen. Ist x = üq eine reguläre 
Stelle, der ein Werth y = bQ zugehört, so kann man jetzt x und y 
durch recurrente Reihen 

a? -= «Q -j- ai j8f -j- «2 ^^ -[- • • • 
ausdrücken. Es existiren demnach Relationen: 

«0»»+* + «iö«+r~l + h apün+r-p = (v = 0, 1, 2 . .) 

/'o*m+/* + /'i6m+/*-lH \- ßqbfn^^^^O (ft = 0, 1 , 2 . .) . 

Substituirt man die Reihen für x und y in die Potenzreihe 



OD 



welche die Umgebung der Stelle (Oq, 6q) darstellt, und vergleicht die 
Coefficienten gleich hoher Potenzen von jet, so ergeben sich wegen 
der Relationen in den Gröfsen a und b zwischen den von den Coef- 
ficienten der Function G(x, y) abhängigen Constanten Ci und somit 
zwischen den Constanten von G{Xy y) besondere Beziehungen. 

Soll also eine rationale Function It{x, y) ersten Grades existiren, 
so mufs die Gleichung Q{x^ y) "=» eine specielle Natur besitzen und 
um diese allgemeine Einsicht war es uns hier zu thun. 
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Man erkennt nun die Berechtigung und Wichtigkeit der folgenden 
fVage: Welches ist die geringste Anzahl von Stellen (a, b), welche 
für eine rationale Function B(x, y) Unendlichkeitsstellen erster Ord- 
nung sein müssen, oder welches ist der geringste Grad einer ratio- 
nalen Function? Existirt keine rationale Function R{x^y) mit q ein- 
fachen Unendlichkeitsstellen; gibt es aber rationale Functionen mit 
Q -^-1 beliebigen Unendlichkeitsstellen , so heifst die offenbar endliche 
Zahl Q der Bang oder das Geschlecht des algebraischen Gebildes. — 

Wählt man zwei rationale Functionen S und ri vom {fi -{- ly^^ 
und (9 -f- 2)^^** Grade ; deren Unendlichkeitsstellen alle in eine einzige 
(^0? Vo) zusammenfallen, und leitet man die zwischen ^ und 1} be- 
stehende Gleichung r(5, 1}) ■» ab, die in 17 von dem (p + 1)^«°, in 
i von dem {q -f- 2)^<^ Grade sein wird, so besagen die in der Um- 
gebung von {x^y Po) giltigen Entwicklungen für $ und rj: 

i = ao-^ + a^^ + ha^ t + *>W 

dafs das neue algebraische Gebilde r{i, rf) =^0 in der Umgebung der 
Stelle (g = cx), ij =» 00) nur durch ein Functionenpaar dargestellt wird, 
indem einem Werthe von | wirklich (p 4" 1) verschiedene Werthe q 
entsprechen, wie es die Gleichung verlangt; es ist ja 

Die Gleichung r(g, ij)«=0 ist gleichzeitig mit G(Xj y)«=0 irreductibel, 
und Jl[|, 17) ist nicht die Potenz einer irreductiblen Function von S 
undi}, gehört zu derselben Klasse und hat offenbar denselben Rang q. 
Diese Gleichimg F(5, ij) = werden wir bei dem Beweise zu be- 
nutzen haben, dafs die durch eine irreductible Gleichung (7(2;, y)«=»0 
definirte Grofse y eine monogene analytische Function ist. 

§ 41. Beweis für die Monogenität der jülgebraisoien Funotion« 

Bisher ist nur nachgewiesen, dafs die einer irreductibeln alge- 
braischen Gleichung 

G^{x,y)~f, {X) r + fi{^)r^^ + '"+fnJix)^0 

entstammende Grofse y in der Umgebung jeder Stelle x = a, y t^b 
durch ein oder mehrere Funetionenpaare 

dargestellt werden kann, ob aber alle Funetionenpaare aus einander 
abzuleiten sind und ein Functionenpaar als die Quelle aller anderen 
zu betrachten ist, das mufs erst untersucht werden. 
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Früher haben wir nur Yon den aus einem Elemente 

abgeleiteten Fortsetzungen gesprochen. Jetzt wollen wir den Begriff 
der Fortsetzung entsprechend der Darstellungsart zweier durch eine 
Gleichung G(x, y)*»0 zusammenhängenden Grofsen durch Potenzreihen 
neuer Variabein t erweitem. 

Ist von vornherein ein Functionenpaar 

gegeben, nach welchem einem t des gemeinsamen Convergenzbereiches 
der Reihen ^i und ^^ ein Werthepaar Xy y zugehört, und verschiede- 
nen Stelleu t verschiedene Werthesysteme (a;,y), und endlich einem 
Werthepaare {Xy y) eine Stelle t entspricht, und nennt man die Ge- 
sammtheit der dem Fuüctionenpaare entstammenden Werthesysteme 
{Xj y) im Gebiete der Grofsen x imd y ein Element eines analytischen 
Gebildes^ so kann man aus diesem unendlich viele Elemente ableiten. 
Setzt man 

WO $(0) eine Stelle Iq in dem genannten Bereiche der t ist und r ein- 
deutig durch t auszudrücken ist, so dafs ^(t) ein Glied erster Dimen- 
sion besitzt; so erhält man ein neues Element, das an unendlich vielen 
Stellen der Umgebung von t^ mit dem ersten übereinstimmt. Die 
Elemente heissen daher coincidirend. Dort, wo die Elemente nicht 
übereinstimmen, ist das eine die Fortsetzung des zweiten. 
Zwei Functionenpaare der oben genannten Art: 

gehören demselben Gebilde an, wenn sie coincidiren, d. h. wenn sie 
in der Umgebung einer Stelle (a, ß) ihres Giltigkeitsbereiches überein- 
stimmen. Dazu ist noth wendig, dafs für ein t f^t^ und r '= Tq 

a; =s a , y = ß und 

t-to = {t-ro)V(r-t,) 

wird, wo ^(Tq — Tq) von Null verschieden ist, denn dann sind die 
Elemente aus einander abzuleiten imd die aus je einem Functionen- 
paare entspringenden Elemente 

y — b = ^{X'-'a) und y — b' '^^'(x — a') 

sind Fortsetzungen früheren Sinnes. 

Die mittelbar zusammenhängenden Functionenpaare oder Elemente 
eines analytischen Gebildes brauchen wir wohl nicht besonders zu er- 
klaren. — • 

Jetzt ist es leicht, den Zusammenhang zweier Elemente 
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die aus einer irreductiblen algebraischen Gleichung (^(a;,^) entnommen 
sind, zu beweisen. 

Zu diesem Zwecke gehe man von dem durch die Gleichung G{y,x) 
SS definirten algebraischen Gebilde zu dem oben besprochenen über^ 
dessen Gleichung r{riy l) = ist. Sind dann die den Stellen des 
ersten Gebildes (a^, &j), (aj, 2»2) entsprechenden Sbellen des zweiten 
(^D /^i); (^29 ßi)^ ^^ kann man von a^ und aj aus auf zwei über 
keine singulare Stelle S führenden Wegen nach den in der Umgebung 
der Stelle | = oo gelegenen Stellen a/, «j' gelangen , wobei V'^ ß\y ßi 
die Werthe /J,', jSj' erhalten mögen. Unter der Umgebung von 5 ■= 
ist hier diejenige verstanden, welche aufser 5 = oo keine weitere sin- 
gulare Stelle enthält. Da nun die Umgebung der unendlich fernen 
Stelle (Sj ij) = (oo, oo) durch das Functionenpaar 



vollständig dargestellt wird, gibt es einen daselbst von a/ nach a^' 
f&hrenden Weg, auf welchem /J/ in jSj' übergeht, denn das unendlich 
ferne Element coincidirt mit denen um die Stelle (a/, /3/) und {a^, ß^) 
und darum sind die Elemente 

ri-ß^=%{i'-<) und 7?-^3'=^V(l-«2') 

zusammenhängend oder aus einander ableitbar. 

Wenn endlich % von a^ über a/ nach a^ uud nach a^ geht; ge- 
langt man mit/Sj nach ß^ ^^^ entsprechend mit h^ nach h^* 

Damit ist nun die Monogenität der durch eine irreductible alge- 
braische Gleichung Q{xyy) '===0 definirten Gro&e y erwiesen; sie ist 
eine monogene analytische Function und heifst algebraische Ftmction. 

Unser algebraisches Gebilde wird durch eine endliche Anzahl von 
Functionenpaaren dargestellt , denn es gibt nur eine endliche Anzahl 
von Unendlichkeitsstellen für die algebraische Function und nur eine 
endliche Anzahl von Discriminantenlösungen, und in der Umgebung 
mehrfacher Punkte genügt zur Darstellung ebenfalls eine endliche An- 
zahl von Functionenpaaren. 

Wenn umgekehrt eine mit einer unabhängigen Yariabeln x im 
Zusammenhange stehende monogene analytische Function y den Bedin- 
gungen genügt: 

1) y nimmt für jeden Werth von ä = a mit Ausnahme einer end- 
lichen Anzahl von Stellen x ^^ cc m verschiedene Werthe an, 

2) und zwar lassen sich in der Umgebung der Stellen a die zu- 
gehörigen Werthe von y aus m nach positiven ganzen Potenzen 
von (x — ä) fortschreitenden convergenten Reihen berechnen, 

3) indefs die den Stellen x aus der Reihe der singulären Stellen a 
entsprechenden m j/ -Werthe durch eine endliche Anzahl con- 
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vergenter Reihen darzustellen sind, welche nach ganzen oder 
gebrochenen Potenzen von (x — a) fortschreiten und nur eine 
endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten; 
dann ist y die Lösung einer irreductibeln algebraischen Gleichang 
^ten Grades, deren Coefficienten rationale Functionen von x sind. 

0£Eenbar genügt y als m-werthige analytische Function einer Glei- 
chung m^^^ Grades, deren Coefficienten eindeutige analytische Func- 
tionen sind. Doch können diese nur rationale Functionen sein , indem 
die Potenzsummen der zu einem Werthe x gehörigen y-Werthe ein- 
deutige Functionen ohne wesentlich singulare Stellen werden. — 

Nun verlassen wir das durch eine Gleichung definirte algebraische 
Gebilde und verzichten auf die Gonstruction der rationalen Functionen 
mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen und auf die Ermittlung der 
Abhängigkeit des Ranges eines Gebildes von der Beschaffenheit des- 
selben , weil uns der blofse Begriff der algebraischen Gleichungen ver- 
schiedenen Ranges späterhin genügen wird. 

/ § 42. Systeme algebraischer Gleichungen. 
Das analytische Gebilde m^^*^ Stufe im Gebiete von {m -f- ^) Gröflsen. 

Es sollen die voranstehenden Untersuchungen auf ein System n 
algebraischer Gleichungen mit w + w variablen Gröfsen übertragen 
werden. Bezeichnen wir die unabhängigen Variabein mit ä;»+i, x^+i, 
...Xn+my die abhängigen mit x^^ x^^.^-Xn und die in den letzteren 
ganzen rationalen Functionen, die gleich Null gesetzt sein sollen, mit 

^v\X^ f X^y ... Xny ^n-f 1 y ' * ' ^n-^'mj y 

in welchen die Coefficienten analytische Functionen von ^^»4.1, ^n+a, 
. . .Xnr[^ mit einem gemeinsamen Stetigkeitsbereiche sind, so möge 
vorausgesetzt werden, dafs durch Elimination von je (n — 1) der 
Gröfsen a^^, aJj, . . .a;„ n algebraische Gleichungen 

ffv\^vy i^fi-f-1? •^n+8> • • • ^n-^m) == ^ 

hervorgehen, aber niemals eine Gleichung in den m Variabein a:„^_^ 
(fi =^ 1,2, . . .m) allein resultirt, denn dann liefse sich das gegebene 
Gleichungssystem auf ein anderes reduciren, welches eine Variable 
weniger hat, indem etwa Xn^fi als eine von den übrigen (w — 1) Va- 
riabein abhängige Gröfse anzusehen wäre. 

Die genannte Elimination von (w — 1) Variabein z. B. ic, ,. . .a;»_i 
besteht nicht etwa in der successiven Bildung der (n — 1) Resultanten 
B^^^{X2, x^, . , .Xn^m), der Bildung der (n — 2) Resultanten E^^^(x^, 
, . ■ Xn+m) der Gleichungen R^^^ = usw., endlich in der Bildung der 
Resultante zweier Gleichungen 
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sondern man mufs vielmehr die (n — 1) Variabeln gleichzeitig eliminiren, 
indem man eine der Gleichungen Gy = 0, deren Ordnung in x^^.^.Xn 
hv sei, mit einer ganzen Function Py von Xiy...Xn multiplicirt, dann 
in dem Producte Gy Fy mit Hilfe der übrigen Gleichungen G^- = die 
durch irjs • • •^!lü.T^ theilbaren Glieder fortschafft und über die willkür- 
lichen Constanten von A so verfügt, dafs Gy Fy blos Glieder in der 
^tcn Variabein a?„ behält. Es resultirt dann flf»(a;n, Xn^i. . .5?«+«,). (Ver- 
gleiche Serret Algebra Bd. 1, Cap. 4.) Die Werthesysteme (rc,,. . .a?«), 
welche den Gleichungen (r^ «=> genügen ^ befriedigen auch die Glei- 

n 

chungen g^ = 0, weil man offenbar g^ die Form geben kann ^, GvFy. — 

Nun konnte man jede einzelne Gleichung ^^ >» für sich behan- 
deln^ doch wenn man dann in der Umgebung einer Stelle 

welcher die w» Werthe 

zugehoren mögen ^ die Darstellungen finden kann: 

wo ^^^l kein constantes Glied enthält, so mufs man untersuchen ^ ob 

n 

n dieser N = ^ my Potenzreihen ipjT^ einen gemeinsamen Convergenz- 



I r=l 



bereich besitzen^ derart dafs irgend einer Stelle desselben Werthesysteme 
für x^y 0^2,... ^n zugehoren, welche gleichzeitig die n Gleichungen 
^y =a erfüllen. Denn bei der Frage, ob ein Gleichungssystem n 
analytische Functionen definirt, hat man in dem 29nfach ausgedehnten 
Werthegebiete der Grofsen Xn+^i Stellen ausfindig zu machen, in deren 
Umgebung n convergente Potenzreihen für x^,X2,...Xn existiren, 
welche das Gleichungssystem identisch befriedigen. 

Die Entscheidung hierüber konnte man dadurch herbeiführen, dafs 
man nachsieht, ob in der Umgebung einer Stelle (On+i, a^+i, . . . an+m) 
des gemeinsamen Stetigkeitsbereiches der Coefficienten der Gleichungen 
^, =aO ein Bereich existirt, an dessen Stellen keine der Discriminanten 

verschwindet und keine der Grofsen Xy unendlich wird. 

Andrerseits steht uns der Weg von den Gleichungen gy = zu 
einem oder mehreren denselben äquivalenten sogenannten Normal- 
gleichungssystemen der Form 

Xy = ^''^-^^^ ---^"^^ (i; = 1 , 2, . . . w) 
i cy 
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offen, wo M eine irreductible ganze rationale Function der ron den 
n Grofsen x^ linear abhängigen Gröfse y und H^ ganze rationale 
Functionen von y bedeuten. An diese Systeme hat man wieder die 
Frage zu knüpfen , ob aus denselben Systeme gleichzeitig convergenter 
Potenzreihen für y^ x^, x^, , . .Xn hervorgehen. 

Endlich kann man die gegebenen Gleichungen (r, «» direct so 
behandeln, wie die eine Gleichung (?(t/; x)^^0. Wir wählen den 
letzten Weg, da wir noch Gelegenheit haben werden, Normalgleichungs- 
systeme bilden und untersuchen zu können. 

Es sei (a^, aj, . . »am+n) eine endliche Stelle, welche den n Gleichungen 

ör(iCi, a?2> • • • ^*+m) = (v — 1, 2, ... n) 
genügt, und man setze 

dann erhalten die Gleichungen die bekannte Form: 

-4iJ, 4-^,552 H h A »M^ 6-+m + (6i , ^2 > • • • 6«+m)l.« + • • ' =0 

-^2l5l + -^2252 4- • • * + -^2, m-f« liH-m + (Su 62; • • • l«+m)2,« + • • • = 



-4„,l£, -f--4n,2 52+ • • • + -^», m-Hi6«+iii4" (5l ^ 62» • • • £«-Hn)ii,8 + • • =* Ü, 

^o (61 > S2» • • • SiH-"i)*, i ^ie Glieder A*«' Dimension aus der Gleichung: 

G-vi^^l + In ötj + I2 , • • • Ö»+TO + ln+in) = 



umfafst. 

Wenn dann in der Matrix 






m 
m 



eine der Determinanten n^®'' Ordnung, z. B. 



"^21^ "^22 > • • * -^2,11 



•^«,l>-^n,2> • • • -^n, 






( a«.") ■ ■ 









von Null verschieden ist, lassen sich n der Grofsen £ und zwar S^, 
I2, ...In in der Umgebung der Stelle (0) nach Potenzreihen der m 
übrigen Yariabeln ohne constantes Glied entwickeln: 

Iv «= ^v(6»+l . I14-27 . • . In+m) (V -= 1, 2, . . . n) . 

Man kann nämlich eine Folge von Stellen (S] , I2 , . . . In) oder (g^) 

0, (gt»>), (i^o-'-dfO--- 
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mit einer solchen Grenzstelle (£y) angeben derart, daTs die Grenz werthe 
in $2^ • • • &i durch Potenzreihen in den Variabein ^»4.1, in+i) - • • Sn+m 
auszudrücken sind, und die gegebenen Gleichungen erfüllen. Bildet 
man die Beziehungen 

(i/ = l,2,...n), 

WO fv keine Glieder erster Dimension in den Gröfsen S, , ^27'" ^" 
allein enthält, setzt rechts für |], S2;-**Sii Null und löst die entste- 
henden Gleichungen nach den links stehenden Unbekannten — was 
angeht, da die Determinante nicht verschwindet — , so findet man 

etwa 

t ^_ fc(i) t ^^ t(i) fc ^^ fc(i) 

Die Substitution dieser Werthe in die Ausdrücke /i, gibt neue Glei- 
chungen mit den Losungen 

So fortfahrend gelangt man zu Grenzwerthen 

6| *^^ S| » «2 ^^^ «2 > • • • 6n *^^ b« > 

welche den vorgegebenen Gleichungen genügen und als Potenzreihen 
nach den Variabein Sn+i? In+si ...$«+»> auszudrücken sind, indem bei 
der Zusammensetzung nur Additionen und Multiplicationen zu voll- 
ziehen sind und die Summen ganzer rationaler Functionen in Potenz- 
reihen umgeformt werden können, wenn die Summen gleichmässig 
convei^ren. 

Den Convergenzbeweis führen wir praktischer gleich in dem Falle, 
wo wir die n -j- ^ Gröfsen $ durch Potenzreihen nach tn neuen Va- 
riabein fj, tj, . . ,tm darstellen, wie das bei dem algebraischen Gebilde 
G-(yj ^) "= ^ geschah. 

Verbindet man mit den n gegebenen Gleichungen 

(i/«l,2,...n) 

weitere m Gleichungen, welche m neue Variable tf^ mit den Gröfsen £ 
in Zusammenhang bringen: 

(/i«.l,2, . . . W), 

wo die Coustanteu An^n^t+m' ^^ gewählt sein mögen, dafs die Deter- 
minante (n + w)**«" Ordnung 

-^1,1 • • • -«•!, n-l-m 



■"n+Wfl" • • -^»-f-m,«+m 
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nicht yerschwiüdety und bestimmt aus den (n-|-m) Gleichungen durch 
das frühere Verfahren denselben genügende Grenzwerthe S, , S2 > - * • ^»+1» 
als Potenzreihen der Gröfsen ty, t^f » • 'tm, 

so besitzen diese einen gemeinsamen Convergenzbereich um die Stelle (0). 
Zum Gonvergenzbeweise ersetze man in den Losungen der (n-|-m) 
Gleichungen 

5l = «ll^l + «12^2 + • • • + ötlm ^ + V'iC^t; 621 • • • 6»+in) 
^2 = ^21 ^ + ^22^2 + • • • + ö^w ^m + ^2(61 j S2; • • • in-\-m) 

SiH-ro = öi»+m,l^i + Ö^H-«i«^2 + ' • • + (ln'{-m,mtm'{-^n+m{i\f l2> • • • 6«+»«)» 

wo die Ausdrücke tifx keine Constanten und keine Glieder erster Di- 
mension enthalten, auf dafs in ihrer Darstellung durch eine (n-^m)- 
fache in einem Bereiche \l^x\ < Jß convergente Summe: 

(rx) = 
n-4- t u 

^, vx^2 sein mufs , die Ooefficienten ai , /* durch eine solche positive 
Gröfse y, dafs der absolute Betraf: 

ist. Ist dann für jedes (A) und ein r < iZ 
so werden die Ooefficienten der Reihe für 

nicht kleiner als die absoluten Beträge der Ooefficienten gleichnamiger 
Glieder jeder Reihe il^x, und umsoweniger kleiner als die der Reihe 

9 r I gi + g«+-- + 6n+ m> 

r 
Sollten nun aus den (» + m) Gleichungen: 

ix=yit,+t, + ... + Q + g^;^Q^^^ 

^n^fn) convergente Potenzreihen für die Grofsen I2 hervorgehen, so 
können wir sicher sein, dafs auch die gegebenen Gleichungen durch 
gleichzeitig convergente Potenzreihen identisch zu erfüllen sind. 
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Die Reihen^ die aber den letzten (n -{- m) Gleichungen genügen^ 
werden offenbar gleich. Setzt man daher 

SO dafa I2 = — x — wird, so reducirt sich das letzte System auf die 
einzige Gleichung 



I - (n + m)yt +{n + m)g (9*— V = 



oder 



i 

r 



w2 _ r{n + m)yt + r* u . r*{n + m)y't ^ 
5 (n + m)g + r « "1" (n + m)p+r "" ''' 

und weil S in der Umgebung der Stelle ^ = in eine convergente 
Potenzreihe entwickelt werden kann , müssen auch die (n -rf- ^) Po- 
tenzreihen 

Xi — ax '^ ^2(^, , ^2, . . . <m) 

einen gemeinsamen Gonvergenzbereich besitzen, was zu zeigen war. — 
Indem die Gröfsen ^^ als lineare Functionen der Grofsen ^i ein- 
geführt waren, entspricht nicht allein jedem Werthesysteme aus dem 
gemeinsamen Convergenzbereiche der gefundenen Reihen eine bestimmte 
Stelle {xi)j sondern es gehört auch zu jedem dieser Werthesysteme 
x^f X2, . . - Xn^^ eine bestimmte Stelle (t), Ist {a^, aj, . . . cc^) eine 
Stelle des gemeinsamen Giltigkeitsbereiches der Reihen ^1(^1, ^jf-^)) 
welcher die Stelle (a/, aj', . . . a^+m) entspricht, so existiren auch 
(n + m) convergente Reihen 

XX — aa = ^i(^i,^2> • • • ^«l(«)) (A = 1, 2, . . . n + m), 
und wenn m der neaen Reihen S^x die Bedingung erfüllen, da(s eine 
der Determinanten m*^*' Ordnung aus der Matrix 



m)- i^) 






(«) 



z. B. die aus den letzten m Verticalreihen gebildete nicht verschwindet, 
so kann man die tn Grofsen ^^ — Uf^, durch Potenzreihen in den m 
Grofsen li+A* =* ^H-/i — o^'n+fi (f* = 1 , 2, . . . w) darstellen und die 
Substitution dieser Reihen in die n übrigen gibt n gleichzeitig conver- 
gente Potenzreihen: 

X^ — ai = ^y{Xn^l, Xn^2y ' . . Xn^m\an-\.lf »i-f«; . . . öi-f-m) 

(1; «s= 1, 2, . . . n). — 
Wir wissen bereits, dafs im Falle einer Gleichung 

Cr (X^ , ^2 ' * • * »^H+m) *^ " » 
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aus welcher für x^ eine Potenzreihe 

entstammt sein mag, alle in einer gewissen Umgebung der Stelle 
(a, , a, , . . . an-fm) liegenden Stellen , welche dem durch die Gleichung 
definirten Gebilde angehören , aus der Potenzreihe herrorgehen. Dieser 
Satz gilt auch, wenn n Gleichungen mit n -f* ^ Variabein gegeben 
sind und an einer Stelle (a) n Potenzreihen 

existiren, welche diesen Gleichungen genügen. 
Weil dann die Determinante 

-^11 f -"12 ' • • • «^l,« 
12 > 2? 1 • • • -^2,n 



von Null verschieden sein mufs, gibt es gewifs eine Grofse ^i,y; 
welche nicht verschwindet, z.B. ^,,. Entwickelt man dann zunächst 
aus der Gleichung: 

-^ll5|+-^12 52H |--^l,»-H«S«+m + (l|> Si) . • • 6nH-m)l,«+ ' • • = 

Ii als eine Potenzreihe in den Variabein l^f ^.i > • • • S»+m 

und substituirt dieselbe in die übrigen n — l Gleichungen, so entsteht 
ein System : 

Asii^ + • • • + -^i,n-|-m Sii-l-m + Zs (62? • * • 6»+«) = ^ (a) 



welches dieselbe Behandlung zuläfst wie das gegebene, wenn nur eine 
Determinante (n — 1)^^' Ordnung mit der Matrix 



A*9 . • . A9 



2,11-ffii 



von Null verschieden ist. Bemerkt man, dals die Elemente der aus 
den ersten (n — 1) Verticalreihen gebildeten Determinante gefunden 
werden, indem man den Ausdruck 

in den Gleichungen 
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4»,ll| + -4y.2 52 + • • • + -4y,n4-mSttH-m + (Sl> 62; • • • in+m)v,2 + ' * = 

(1; = 2, 3, ... w) 

substituirt und die Coefficienten von g,, ^^j . . . S»fm sucht ^ wobei die 
Glieder höherer als der ersten Dimension nicht in Betracht kommen^ 
so ist klar, dafs die in Rede stehende Determinante in den A auch 
nicht verschwinden kann. 

Dann aber gibt es (n — 1) Potenzreihen: 

£* = ^i(5H-ii S11+«, . . . 6»+m) (v = 2, 3, . . . n), 
und wenn aus diesen alle möglichen Werthesysteme einer Umgebung 
der Stelle (0) zu entnehmen sind, welche den Gleichungen (a) ge- 
nügen ; so werden alle den ursprünglichen Gleichungen genügenden 
Werthesysteme einer gewissen Umgebung der Stelle (g)>:=(0) zu finden 
seiu; wenn man den hier genannten Stellen (gj? £39 • • • Sn+m) denjenigen 
Werth S) zuordnet y welcher nach Substitution der (n — 1) Reihen ^^ 
für |y aus der Reihe ^, (gj, Ssj • • • ßn+m) hervorgeht. 

So ist durch den Schlufs von (n — 1) auf n bewiesen ^ dafs die 
den gegebenen Gleichungen genügenden Stellen der Umgebung einer 
ersten Stelle (a) alle aus den Potenzreihen ^2 (^] , ^2 ; • • * ^m) gefunden 
werden. — 

Angenommen, dafs in der Umgebung einer zweiten Stelle {bx) des 

durch die Gleichungen (?, «s definirten Gebildes ein System neuer 

Reihen : 

a;ji — fci = ^i (tj , Tj, . . . tm) 

das Gebilde darstellt^ und innerhalb des gemeinsamen Convergenzbe- 
reiches dieser Reihen ein Bereich um eine Stelle (t<®)) existirt^ welchem 
nur Werthesysteme einer Umgebung der Stelle 

zugehoren, die auch aus den Reihen 

xx — az^^^x{t^,t2f . . . tm) 

entspringen, wenn t^^ t^, . > »tm ^^f eiii^ gewisse Umgebung einer 
Stelle (^(^)) beschränkt wird, dann coincidiren die durch die beiden 
Systeme von Potenzreihen definirten Systeme von Stellen. Indem man 
ein solches System von Stellen ein Element des durch die Gleichungen 
G^, SS bestimmten Gebildes nennt, kann man sagen: die zwei Ele- 
mente coincidiren in der Umgebung der Stelle (02). 

Weil die Grofsen tfi lineare Functionen von Xx — ax waren: 

t^ = ^Än-\.f,,x {xx — ax) (f* = 1, 2, . . . m), 

die identisch in _ 

^«-f-//,2 {h " nx + (xx — hx)) 
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umzuformen sind, so lehrt die Substitution der Reihen für Xx — bi, 
dafs tfi in Potenzreihen naüh den Gröfsen r^ entwickelt werden 
können; und da den Stellen (t^^^) und (t^^)) gleichzeitig die Stelle (ci) 
zugeordnet war, haben diese Reihen die Form 

f^-^J?) = ^)^(r,,r„...r„|{T(0))), 
wo !p^ kein constantes Glied enthält. — Die Ausdrücke 

werden mit Hilfe dieser Reihen in 6i + ^i(r,, rj, . . . O übergehen. 

Da die Gröfsen t^ lineare Functionen von Xx — bx sind, existiren 
auch m Potenzreihen 

die durch Umkehrung der früheren Reihen 

zu gewinnen sein müssen, weil zu einem Werthesysteme der t nur ein 
bestimmtes System der r gehören kann und umgekehrt. Dazu mufs 
nothwendig die Determinante 

«Jl,0,...0 • • • 6ü,0, ...0,1 



W,0,...0 . • • Co, 0, ...0,1 

von Null verschieden sein. 

Wenn darnach zwei Elemente eines durch n Gleichungen Gv=0 
definirten Gebildes in der Umgebung einer Stelle (cx) coincidireu und 
die Werthe Cx für t^=saft und t^=/J^ aus den Elementen entspringen, 
dann gibt es m Potenzreihen 

tfi — ^fi ^^ PfiV'ly '^2? • • • ^»* I (Pf*)) I 

welche das erste Element in das zweite überführen, und das zweite 
ist umgekehrt durch die aus diesen Reihen hervorgehenden Reihen 

t^ — ßfi = ^)J«(^i , ^2; • • • ^i»|(«A*)) 

in das erste zu transformiren. 

Damit ist klar, wie man ein Element: 

Xx — ax = ^a(^, , ^2, . . . ^) (ft = 1 , 2 , . . . w) 

fortzusetzen hat. Man greife aus dem gemeinsamen Convergenzbe- 
reiche der Reihen ^x eine Stelle (a^) heraus, setze dann anstatt tf^ 
cc/i + {tft, — a^) und ordne die Reihen nach Potenzen von ^^ — a^, 
führe statt tfi — «^ m convergente Potenzreihen 
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ohne constautes Glied ein, so entstehen die Reihen 

a;^ -r Ca = ^x (t^i, rj, . . . rm\{ßfi)). 
Setzt man scblierslich T;« — ^/i = W/*, so folgt die frühere Form 

xi— cx= % (w, , M2, . . . Um), 

und dieses Element eoincidirt mit dem ersten in der Umgebung von 
(0). Die somit anstatt /^^ eingeführten Reihen 

haben aber nothwendig die Eigeuthümlichkeit, dafs die Determinante 



d\>i a^i 



dh 



du, ' ^^H ' 



^t*, 



m 



3»>« a» 



m 



^Pm 



an der Stelle m^ == m, = • • • = t*m = nicht verschwindet. — 

Stellt man unabhängig von den ursprünglichen Gleichungen Gy^^^ 
als Definition eines monogenen analytischen Gebildes die Gesammtheit 
der durch ein Element: 

XX — ai = $Pji(^, , <2; • • • ^w) (A = 1, 2, . . . w + w) 

und seiner Fortsetzungen gegebenen Werthesysteme auf, so hat man 
zu zeigen; dafs dieses Gebilde das durch die n Gleichungen definirte 
umfafst. Nun wissen wir bereits, dafs überall ^ wo eine der Determi- 
nanten aus der Matrix 



dx^ ' 



dx. 



iH-w» 



cx^ 



dG. 



• • • 



dx, 



nr\-m 



nicht verschwindet, n der Gröfsen x durch Potenzreihen in den übrigen 
m Variabein und alle Gröfsen x durch Potenzreihen in m neuen Va- 
riabein darstellbar sind. Die Fortsetzungen dieser n Reihen sind aber 
auch Fortsetzungen des Elementes; das nach der Anzahl der unabhän- 
gigen Variabein t eines m'*'" Stufe in dem 2 (n + in)fa€Ji ausgedehnten 
Gebiete der (w + m) Gröfsen xx genannt wird. 
In der That: wenn die n Reihen 

und das Element 

Xx -~ ax=^ "^xiti jt-if . . . tm) 
Bi ermann, Fanctionentheorie. 16 
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in einem Bereiche um die Stelle (a) dieselben Werthesysteme (x) lie- 
fern, so werden die aus der Fortsetzung: 

abzuleitenden Potenzreihen 

Fortsetzungen der ersten n Beihen sein, denn wenn das erste und 
zweite Element in der Umgebung von (ci) coineidiren, so stimmen 

auch die n Reihen ^y und ^y für jede Stelle eines gewissen Bereiches 
um die Stelle (c) überein und umgekehrt. 

Das analytische Gebilde m*^ Stufe in dem Gebiete von w -f- w 
Gröfsen enthält aber mehr Stellen als das durch n primitive Reihen 

aV — öy = %{Xn+u . . . iCiKhml (öf+iu)) (v — 1 , 2, . . . n) 

definirte System analytischer Functionen, denn das Gebilde besitzt auch 
dort ein Element, wo die Determinante 



dGt 

dx,' 

m 


dGt 

• 


m 
• 


• 


dxi ' 


dx„ 



verschwindet, sofern nur eine andere der Determinanten aus der oben 
genannten Matrix von Null verschieden ist. 

Darum erheben wir das analytische Gebilde über die analytische 
Function des früheren Sinnes und treffen für die analytische Function 
folgende Festsetzung: Zu den Werthen {^«4.^) der unabhängigen Va- 
riabein a;«+i, a;w+2; . . . ^»+m gehören bestimmte Werthe c,, Cj, . . . c» 
der durch ein System primitiver Elemente 

definirten analytischen Functionen, wenn in dem Gebiete der (n^-^) 
unabhängigen Grofsen xi ein Gebilde m^' Stufe mit einem in der Um- 
gebung der Stelle (ci) giltigen Elemente 

Xx — Cl= ^i {Ui , 1*2, . • . ^m) 

existirt, welches in jeder Umgebung der Stelle (0) unendlich viele 
Werthesysteme (x) mit der Häufungsstelle {ci) definirt, die auch aus 
n simultanen Elementen unseres Functionensystems hervorgehen. Dar- 
nach gehört z. B. die Stelle {od) zu dem Giltigkeitsbereiche von n ana- 
lytischen Functionen, und sie nehmen dort den Werth 00 an, wenn 
man ein Element der Form: 

— - = ^^?2(v,, t;^, . . . Vm) (A = 1, 2, . . . w+ m) 
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aogeben kann, in dessen Convergenzbereiche eine Stelle (t?^®)) der Be- 
schafiPenheit liegt, dafs in der Umgebung der zugehörigen Stelle (x^^^) 
dieses Element mit den simultanen Fortsetzungen unserer primitiven 
Reihen übereinstimmt. 

So haben wir an der Hand der Aufgabe, die durch algebraische 
Gleichungen definirten Grofsen als analytische Functionen der unab- 
hängigen Variabeln zu erkennen, den Functionsbegriff und den eines 
Systems von Functionen zu dem Begriffe des analytischen Gebildes 
erweitert, und wenn dieses durch ein Element 

xz-- ax = S!ßi{t^ , ^2; • • • ^w) (A = 1 , 2, . . . w + m) 

definirt ist, so sind die Potenzreihen einzig und allein. der Beschrän- 
kung zu unterwerfen, dafs eine der Determinanten aus der Matrix 

a*t ' ' ■ * dh' 

nicht identisch verschwindet, denn andernfalls konnte zwischen den 
Gröisen Xi kein Zusammenhang bestehen. Wäre z. B. die aus den 
letzten m Yerticalreihen gebildete Determinante identisch Null, so 
konnte man niemals t^y t^, . > »tm nach Potenzreihen von Xn+iy ^«1+2? 
. . . Xn-\-m entwickeln ; und wenn die Gröisen t niemals durch Potenz- 
reih^n in m der Gröfsen x darzustellen sind, gibt es auch keine Ele- 
mente der Form: 

XX-- ax^ ^^^ (ic(i), x^^\ . . . fl;t-)|(a^/'0' 
wo unter den x^f^^ und a^^ Gröfsen xx und a^ zu verstehen sind, d. h. 
es bestünde zwischen den Gröfsen xx kein Zusammenhang. 

Diejenigen Stellen, wo alle Determinanten der genannten Art 
verschwinden, sind die singulären Stellen des Gebildes m^^^ Stufe. Im 
Falle das Gebilde durch eine algebraische Gleichung G (j/, x) = mit 
rationalen Coefficienten definirt ist, sind diese singulären Stellen die- 
jenigen, wo man zur Darstellung des Gebildes mehrere Elemente oder 
Functionenpaare bedarf. 

Wir kommen in dem letzten Capitel noch einmal auf das durch 
eine irreductible algebraische Gleichung definirte Gebilde m^^^ Stufe in 
dem Gebiete von w-f-1 Gröfsen zurück, um auch der hier unberück- 
sichtigt gebliebenen Frage nach der Monogenität eines solchen Gebildes 
unsere Aufmerksamkeit zuzuwenden. 



16 
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IL Abschnitt. 
Dnrcli DifferentialgleicliTmgeii definirte analytische Functionen. 



§ 43. Totale Differentialgleichungen. 

Die eingeführteD analytischen Functionen besitzen an allen nicht 
singulären Stellen Differentialquotienten jeder Ordnung nach den unab- 
hängigen Variabein. Wenn aber (ai) eine singulare Stelle ist, in 
deren Umgebung wohl ein Element 

ocx — az= ^x{t^y t^, . . . im) (A = 1 , 2 . . . n + w) 
aufzustellen ist, auf dafs 

-"y- und - '^^ 

existirt^ kann man aber aus den letzten m Potenzreihen t^, t2, . ^ - tm 
nicht nach Potenzen von {Xnr\-fi — ai»+/i) (ft = 1 , 2 . . . m) entwickeln, 
so wird der Differentialquotient 



an der Stelle (a^) nicht durch eine Potenzreihe 

darstellbar sein ; d. h. der Differentialquotient der analytischen Function 
Xr von a:«+i, Xn^2) - . . Xn-^ nach Xn+fi wird an der Stelle (ai) nicht 
von regulärem Verhalten sein. 

Soviel steht aber fest, dafe wir die Ableitungen unserer Functio- 
nen als vollständig definirte analytische Functionen in Rechnung zu 
ziehen haben. Wenn die Ableitungen mit der Function gegeben sind, 
kann man fragen, ob eine vorgelegte analytische Function die Ab- 
leitung einer gleichartigen Function sein kann, und allgemeiner mufs 
man untersuchen, ob man n analytische Functionen Xy von m unab- 
hängigen Variabein so bestimmen kann, dafs zwischen den unab- 
hängigen Variabein x^+fi (fi=l, 2 . . . w) und den Gröfsen x^ (v = 1^ 2 
. . .n) und einer nach den Xnr\-fi genommenen bestimmten Anzahl von Ab- 
leitungen verschiedener Ordnung derselben eine Reihe von Beziehungen 
besteht, die durch die arithmetischen Operationen mit den in Rede 
stehenden Grofsen dargestellt sind. 

Gibt es Functionen dieser Art, so heifsen sie Integralfunctionen. 
Wir nehmen zunächst an, dafs nur eine unabhängige Variable x in 
Betracht komme. Wir nennen die n von x abhängigen Grofsen 
a;, , ajj, . . . a:„ und setzen fest, dafs zwischen diesen Gröfsen rc selbst 
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und den ersten m^ Ableitungen von x^ nach x, den 1^2 ersten Ab- 
leitunfi^n von X2 nach x, und endlich zwischen den m» ersten Ab- 
leitungen von Xn nach ^ n in den höchsten Differentialquotienten 
algebraische Gleichungen bestehen: 

/ dxi cPXi cT'Xi 

dx^ d*x^ d^x^\ 

dx ' dx^ ' daTnJ 

deren Coefficienten rationale Functionen der übrigen Grofsen sind. 
Führen wir an Stelle der ersten (m^ — 1) Ableitungen: 

dx^ d^x^ d'^^-^x^ 



• • • 



dx ' da?« ' daP^"^ 

die neuen Grofsen: 

dx^^^ da?K-*) 

^ ^ ^ dx * ^ dx 

ein und schreiben für x« x^^K so erhalten wir: 



n 



» +^ (»»» - •) =^ tn, == Jlf 







■2'(»».-i)=2 

Differentialgleichungen erster Ordnung: 

/ da?^"*^ daj^"*»K 

J', (x; al»), a^,«), . . . a:(».), ^5 • • • a^», xjf). • • • af»), ^-j== 

»da; ' » d« ' * d« 

(v = 1 , 2 . . . n) 

mit M abhängigen Grofsen »''•, «'*', . . . «^""»^ (v = 1, 2 . . n) . 

Dieses System ersetzen wir allgemeiner durch ein anderes gleicher 
Gestalt: 

/ dXt dXi ^^n\ r. f « rt 

F.[x', ^i > ^2; • • • ^») d^ , -ä^ > • • • d^j - (1/ = 1, 2 ... w). 

Wenn die ursprünglichen Gleichungen nicht alle die höchsten in dem 
Systeme vorkommenden Differentialquotienten enthalten sollten, so sind 
sie nicht unmittelbar auf diese Form zu bringen, doch wird man mit 
Hilfe von Differentiationen der gegebenen Gleichungen stets ein System 
unserer Art bilden können. Hierauf hat man aber zu zeigen , dafs die 
Functionen, welche diesem Systeme genügen, auch das erste erfüllen 
und man wird ausfindig machen müssen, wie sich aus den durch das 
neue System bestimmten Functionen diejenigen ableiten lassen, welche 
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den gegebenen Gleichungen genügen. Diese Aufgaben lassen wir hier 
aufser Acht. — ^ 

Wir setzen voraus ^ dafs man aus den neuen Gleichungen Fv = 
bei der Elimination von n — 1 Differentialquotienten niemals eine Glei- 
chung in X und den Gröfsen o?, , ^2, - • » Xn allein ableiten könne, 
sondern dafs das System der Eliminationsresultate die Form erhält: 



^ [X] X^, X^,' ' ' Xny j^j = , 



G 

denn wenn einmal eine Gleichung Gv{x, a?, , . . . Xn) = hervorginge, 
so könnte man diese zur Reduction des Gleichungssjstems 2^, = auf 
ein anderes benützen, in welchem die Anzahl von Differentialgleichungen 
und Yariabeln um Eins vermindert ist. 

Das System Gv = 0, dem offenbar alle Losungen der Differential- 
gleichungen F^ = genügen, wollen wir durch ein oder mehrere Normal' 
gleichungssysteme der schon oben genannten Art ersetzen. 

Bezeichnet man die Differential quo tienten , "^ ™^^ V^ ^^^ führt 
eine neue Gröfe Xn^i ein, die durch den Ausdruck 

«1^1 + «2y2^ höf-y» 

mit n willkürlichen Constanten definirt sei, so kann man zunächst eine 
algebraische Gleichung ableiten, welcher 2:^+1 genügt. Ist die Function 
G^{x, x^^ x^^ , . . Xnt fft) in ffv vom tw»*'" Grade und sind die Losungen 
der Gleichuug 6f y = 

so ist das Product 

über alle Factoren Xn^i — (a^y^'^^ + * ' • + ^nyi""^^ ^^® ^®^ ^^^ ^^^' 
schiedenen Combinationen der JÜ)sungen y^""*) hervorgehen, eine ganze 
rationale Function von Xn+i* Die neue Grofse a;n+i genügt der Glei- 
chung 0{Xnr\.l) = 0. 

Sind die Gleichungen F^ *=0 und Cr» = in den Gröfsen x, x^, 
jTj ; . . . iPn rational , so werden die Coefficienten der verschiedenen Po- 
tenzen von Xn-\-i rationale Functionen der Coefficienten der Gleichungen 
Gy = und somit rational in x, x^, x^, . . . Xn, aj , aj, • • • an sein. 
Zerlegt man hierauf das Product in seine irreductiblen Factoren: 

SO sind deren Nullstellen 

Genügt ein System von Gröfsen y<0 (t, «= 1 , 2 . . . n) aus einer Wurzel 
der Gleichung if «= gleichzeitig den Gleichungen Gy = und J?'^ = 0, 



über den Umfang des ßegrififes der analytischen Function. 247 

so wird wegen der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleichung H'==0 
jedes in einer weiteren Losung 

auftretende System von Lösungen der Gleichungen G^ = ebenfalls 
die ursprünglichen Gleichungen erfüllen, d. h. die Beziehung H=0, 
welche zwischen n Lösungen y]j^ der Gleichungen F^ = besteht, 
bleibt erhalten, wenn man das System von n FuijLctionen y^*^ auf glei- 
chem Wege fortsetzt. 

Damit leuchtet ein, dafs aus der irreductiblen Gleichung H = Q 
ein System zusammengehöriger Werthe für yj, J^2f * * • ^» entspringt, 
und jedenfalls lassen sich die Lösungen der Gleichungen (r^ = in 
Gruppen ordnen, denen je ein irreductibler Factor entspricht. 

Setzt man 

k 

und bildet 



* -XfliJ 



da, =Z/ x,^, - (a^ y<^' + a] y^^ + • • + a,y'^) 



dH_^^ H 



und sind die willkürlichen Constanten a» so gewählt, dafs -^ für 

keine der Wurzeln a^^ verschwindet, so wird 

_dH 

dll I ^^ 



d. h. jeder Lösung der Gleichung H{Xn-\.i) = entsfjricht ein Werthe- 
sy stem : 

dH 

^^v da, II,{x, rCi, a:,, . . . x^, ^„4.1) 

dx dl£ dUix, Xu Xt. . . x^, aj^^^) ' 

und darum sind die gegebenen Gleichungen Gp=^ durch ebensoviele 
Gleichungssysteme der Form 

dx JS 

^ = und -^ -^ (t; = l,2...n) 

ZU ersetzen, als^irreductible Factoren in dem ursprünglichem Producte 
(a) enthalten sind. 
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Die willkürlichen Gonstanten a sind hier wieder verschwunden, 
weil wir ihnen solche bestimmte Werthe beigelegt dachten ; dafs die 
Discriminante von H nicht identisch verschwindet. 

Die genannte canonische Form eines Systems von n Differential- 
gleichungen mit n abhängigen und einer unabhängigen Yariabeln läfst 
sich noch dahin modificiren, dafs man die hinzugetretene irreductible 
algebraische Gleichung H =0 für die Hilfsgrofse Xn-\~i durch eine 
(n + 1)**" Differentialgleichung ersetzt. Durch Differentiation der Glei- 
chung H = nach x folgt: 

dir dx ^'^^ dx^ dx Tf . dr ir fü . \ 

dx '^ dH ^ dH ' 



^^«+1 ^^iH-1 



und umgekehrt mufs mit den (n -f- 1) Differentialgleichungen: 

-5^-^57 (^=1, 2,...n+l) 

— — IBS oder H = const. 

da; 

sein. Wir werden gleich sehen ^ dafs wir dieser Constanten den Werth 
Null beizulegen haben. 

Der Yortheil des neuen Systems von Differentialgleichungen gegen- 
über dem canonischen beruht darin, dafs in demselben die Variablen 
Gröfsen x^j x^, ... Xn^\ gleichberechtigt erscheinen. 

Indem wir x durch x^^ bezeichnen und eine weitere Variable t 
durch die Gleichung 

dxQ dS TT 

einffihren, erhalten vir das System von (« -|- 2) Differentialgleichungen : 

d X 

= H^{X^, X^, . , . Xn+i) (v = 0, 1 , 2 . . . » + 1) , 



dt 

wo die Function bis auf H^i ganze rationale Functionen von 2;,i-|.i 
sind, welche die Variable t nicht enthalten. 

Es handelt sich nun um den Beweis, dafs man das canonische 
System identisch erfüllen kann, indem man rr,, x^y , , * Xn-\-i in der 
Umgebung einer Stelle a; = c durch convergente Potenzreihen dar- 
stellt, die für a; = c die Werthe Cj, Cj, . . . Cn+i annehmen, wo Cj, Cj* 
. . , Cn einzig an die Bedingung geknüpft sind, dafs der diesen Werthen 
zufolge der Gleichung H(XnJ^i) = zugeordnete Werth Xn^i = c»+i 

keine vielfache Wurzel ist, da dann ( J^ — i verschwände. 
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Bei einer derartigen Wahl der willkürlicheu Coustanten ist offenbar 
in der früheren Gleichung H = const. die Gonstante gleich Null zu 
setzen. 

Will man beweisen, dafs das dritte System von Differential- 
gleichungen formell durch Potenzreihen nach der Variablen t zu er- 
füllen ist, so ordne man ^ = solche Anfangswerthe Xqj x^ a:»4.i 

zu, dafs die Functionen H^ nicht verschwinden. Andernfalls würden 
alle Gröfsen x^ Constanten. 

Die hier genannte Forderung betreffs der Constanten ist die natür- 
liche Erweiterung der früheren, denn die Anfangswerthe, welche die 
Gleichungen 

H=0 und -M- = 
erfüllen y machen vor Allem die Functionen 

ZQ Null, und die Function: 



n 



^»+^ — Kw^ ^Z-^)- -jwi 

scheint wohl unbestimmt zu sein, da ihr Werth die Form ~ erhält, 
doch sie verschwindet ebenfalls für die Anfangswerthe, weil 

dx ••» a*» ^^ a*»+i *** 

ist*) 

Nach dieser Ableitung der verschiedenen Formen eines Systems 
von Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Variabein gehen ' 
wir auf die dritte Form ein, setzen aber voraus, dafs in den n Glei- 
chungen 

die 

-^ = Fy (a?!, X2, . ..Xn) (v = 1, 2 . . . n) 

Fr ganz allgemein analytische Functionen der n Variabein seien, deren 
Stetigkeitsbereich wenigstens theilweise zusammenfällt. 

Bezeichnet {c) eine Stelle dieses gemeinsamen Bereiches, so existirt 

*) Aus diesem Umstände kann man schliefsen, dafs der angegebene Zähler 
in dem Ausdrucke für -H„ 4.1 durch ^ als Function von x^i^ theilbar ist und 

überhaupt theilbar sein mnfs, wenn die CoefQcienten in den Gleichimgen G^, »=0 
rationale Functionen sind. 
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eine UmgebuDg derselben^ in welcher jede der Functionen F^ durch 
eine Potenzreihe 

dargestellt wird. Es soll aber die Stelle (c) nicht gerade eine solche 
sein , wo diese definirenden Elemente der analytischen Functionen alle 
den Werth Null annehmen. 

Bildet man aus den gegebenen Gleichungen die höheren Ab- 
leitungen : 

'di-~~ ^, dx^ dt -^^ dx^ ^^ - ^^ 

d^x ^ aF<*^ dx ^ dF^^^ 

dt^ -^ dx^ dt ^ dx^ -^A* ^ 



! B- F(x) 

dt« -^^ 

und beachtet; dafs für die analytische Function Xy einer Variabein 
t — sofern ^ = der Werth x^ = c^ zugeordnet wird — die formelle 
Entwicklung 



— 2(^)^ 



OD 

'- - ^ =2 -f'i'^ (^1 » ^2, . . . c«) . *' (v = 1 . 2 . . . n), 



gilt, so erhalten wir in unserem Falle die den Differentialgleichungen 
formell genügenden Reihen: 

OD 

Xy ~~ C^ ^= 

« = 1 

denen erst eine analytische Bedeutung zuzuschreiben ist, wenn gezeigt 
wird, dals sie unter den für F^ vorausgesetzten Bedingungen einen 
gemeinsamen Convergenzbereich besitzen. 

Man sieht leicht, dafs die aufgestellten Reihen unsere Differential- 
gleichungen identisch erfüllen, denn wenn man in 

Fr (a:, , ajj, . . . Xn) = ^r (iP| , x^- .^Xn\ (c)) = 

die gewonnenen Reihen substituirt, so entsteht gerade die Reihe: 



(^^") + (2" t ^') • T + 



>=i '" 



/ "v a'JFy' „,„ „,., . a^i" a^'» ^,.a «t , d«. 






„_„_.. „_„_..-- dt 
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Die Coefficienten F^^^ sind aus den gegebenen Functionen F^ nur 
durch Addition und Multiplication entstanden, ob sie deshalb auch 
durch convergente Potenzreihen darzustellen sind, müssen wir erst 
untersuchen. 

Convergiren die Reihen für Fy{x^^ x^y ... Xn) innerhalb des 
durch die Bedingungen: 

\IA = \x^ — c^l < i? 

definirten Bereiches und ist die obere Grenze der Werthe |F,| für alle 
Werthesysteme x^j a;^ . . . x», die aus den Gleichungen 

■ 

hervorgehen, etwa gleich g^j so ist der absolute Betrag jedes Coeffi- 
cienten der Reihe ^^ gleich oder kleiner als der entsprechende Goeffi- 
cient der Reihe für 

9r 

6, 



(,_A)(,_i)..(,_i^) 



Nehmen wir an, dafs die der Stelle ^ >» zugeordneten Anfangs- 
werthe für x^^ x^y • • . ^» alle Null sind, was durch die linearen Sub- 
stitutionen Xv — Cy = |y stets zu erreichen ist, so vergleichen wir die 
Reihe ^v{x^j x^, ... Xn) für Fy mit der für 

Beachten wir, dafs 

jT(i-^)>i-'"+\ +--% 

so werden die Coefficienten der für den Ausdruck g^ ^— giltigen 

r 
Reihe gröfser als die der Reihen ^vi^i^ ^2 • • - ^»)* Wenn deshalb 
aus den neuen DifPerentialgleichungen 

43^=- — , \ . ^ (i/=i,2...w) 

dt a?l + ^2 H + ^n 

r 

in der Umgebung der Stelle ^=0; a?,=a;2 = '-'=a;»=0 n Functionen- 
elemente hervorgehen, die einen gemeinsamen Convergenzbereich be- 
sitzen, so wird das umsomehr für die früheren Difi^erentialgleichungen 
gelten. 

Ist g der gröfste Werth unter den gy, so wird das System von 
Differentialgleichungen 
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^^9 ^ j 

dt ^1 + *f + • • • + ^n 

r 
umsomehr zu dem genannten Schlüsse geeignet sein. Leitet man die 
diesem System genügenden Potenzreihen für x^, x^, . . . Xn sh, in- 
dem man 

^-1.3.6...(2.-3).(X)- ^^^ » _. 
und 

bildet, so folgt nmal dieselbe Reihe 

doch weil der Quotient der Coefficienten von ^* und ^*+*, nämlich 

g 2x~- 1' 

grofser bleibt als - , so eonvergiren die gefundenen Reihen in dem 
Bereiche, wo 

\t\ < ^ 



jt—i 



2g ' 

und dieser Bereich ist darum, weil r von Null verschieden und g 
eine endliche angebbare Gröfse ist, nicht kleiner als jeder beliebig 
kleine Bereich. 

Umsomehr müssen nun die früheren Reihen 

CO 

oder 

OD 

einen gemeinsamen Convergenzbereich besitzen. Wie grofs dieser Be- 
reich ist, ist für unsere Untersuchungen ganz gleicbgiltig, denn wir 
wissen, dafs die simultanen Fortsetzungen der gefundenen Elemente 
in derselben Beziehung zu einander stehen wie die primitiven, d.h. 
den Differentialgleichungen genügen. 

Ist neben n ersten Elementen ein zweites System 

OD 

x=rl 

gegeben, welches denselben Differentialgleichungen genügt, und lä(st 
sich in dem gemeinsamen Convergenzbereiche dieser Reihen eine Stelle 



über den umfang des Begriffes der analytischen Fanction. 253 

(r(^>) angeben; in deren Umgebung das neue Functionensystem dieselben 
Werthe gibt wie das erste in der Umgebung einer Stelle t^^^ ihres ge- 
meinsamen GonvergenzbereicheS; so coincidiren daselbst die beiden 
Systeme von Potenzreihen; sie gehören demselben durch die Diffe- 
rentialgleichungen definirten analytischen Gebilde erster Stufe in dem 
Gebiete von (w + 1) Gröfsen an. 

Durch diese Untersuchungen ist klar geworden, dafs die in Rede 
stehenden Differentialgleichungen wirklich wieder analytische Functionen 
definiren und man kann ebenso wie bei den durch algebraische Glei- 
chungen definirten Grofsen beweisen, dafs sie ausschliefslich analytische 
Functionen bestimmen , d. h. dafs alle Gröfsen Xy, welche die Diffe- 
rentialgleichungen erfüllen; durch Reihen der oben bestimmten Art 
auszudrücken sind. 

Um diese Reihen zu, finden; kann man sich auch der Methode 
der unbestimmten Coefficienten bedienen. Man setze für a?y — c^ Po- 
tenzreihen mit unbestimmten Coefficienten 



OD 



Xy -^ Cy =^ a^;^ P" 



X=:l 



in die gegebenen Differentialgleichungen ein, entwickle die Substitu- 
tionsresultate nach Potenzen von t und vergleiche die Coefficienten 
gleichnamiger Glieder in t. Bestimmt man die unbestimmten Coeffi- 
cienten SO; dafs die Differentialgleichungen erfüllt sind; so kann man 
auch wieder zeigen, dafs sie einen gemeinsamen Convergenzbereich 
aufweisen. 

§ 44. Partielle Differentialgleichiingen. 

Den eben bezeichneten Weg wollen wir einschlagen; wenn ein 
System von n algebraischen Differentialgleichungen vorgelegt ist; in 
welchen die n zu bestimmenden Functionen 

nicht blos von einer sondern von m -}- 1 von einander unabhängigen 
Variabein 

abhängen. 

Die in den Differentialgleichungen auftretenden partiellen Ab- 
leitungen 

(v = 1 ^ 2 . . . n) 



dt'^dn.-.dC"' 



seien höchstens von den Ordnungen Wy (v = 1; 2 . . . n), so dafs 

<^Q + ^i + " ' + fXm<niy 
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ist and wir setzen voraus, dafs die Ableitungen höchster Ordnung 
nach einer der Variabein , z. B. 

wirklich in den Gleichungen vorkommen und diese nach den genannten 
Ableitungen auch losbar seien. 

Führt man dann wieder eine Hilfsfunction 

ein, so genügt dieselbe einer algebraischen Gleichung 0(Xq) = und 
wenn Sq(Xq) ein irreductibler Factor von 0(Xq) ist, so kann man die 
gegebenen Differentialgleichungen wieder durch canonische Systeme 
der Form: 

Ho{x,) = 

-ü^ ^ (1/-1, 2...n) 

dxo 

ersetzen ; worin die Function H,. ^ ° ganze rationale Functionen der 
Yariabeln t^, t^, . . . tm und derjenigen Ableitungen: 

sind, in welchen 

ist. 

Es sollen nun (w + 1) Potenzreihen 

00 



Xv = ^ a'*' . - . -- . . . 



CO - . .. xOo 



a„=0 

(i; = 0, 1, 2.. .n) 

so bestimmt werden , dafs diese das canonische System von Differential- 
gleichungen befriedigen, d. h. man soll die vorderhand noch unbe- 
stimmt gelassenen Gröfsen 

derartig wählen , dafs die Differentialgleichungen durch die Reihen be- 
friedigt werden. 

Entwickelt mau zunächst Hq nach Potenzen von ^o ~" ^o > ^i — ^i ; 
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» . . tm — Cmy SO erhält man das constante Glied der Entwicklung, 
indem man in Hq 

^•. « « « = ö«^ « /. und x^ = aJP>„ rt 

>; «'oj «ii . •• «m «of«it-..a,ii 0,0... 

setzt. Das so zu bestimmende Glied — es heifse Hq — mufs für sich 
verschwinden. 

Entwickelt man Hq blos nach Potenzen von (^q — ^g) und will 
man den Coefficienten von {t^ — CqY, so mufs man in Hq 

^<ri + aaH r«,«^ (O) 

^0 = Cq und rCy. a,,«,.. . a = — :;^ — ;, * und x^ = $« 

(0) 

setzen; der Coefficient wird also eine ganze Function von ^qI 

- (0) 

und deren Coefficienten sind wieder ganze Functionen von t^,t2, . . . ^m 
und den Gröfsen 

(0) (1) (m^-l) 

5ß,, ^,, ... 5p, (v=l, 2.. .m) 
und Ableitungen dieser. Für 

t* == Cj , ^2 = ^2 ) • • • ^m *^^ ^m 
_ (0) 

geht H{^,) in Äo über. ^^^ _ ^^^ 

Offenbar hat man nun ^q so zu bestimmen, dafs auch JE[(J^q) ver- 

schwindet, und ^^ eine Potenzreihe von t^ — c, , ...<«» — c^ wird, 
die für ^^ = c, , ^j = c^ , . . . ^m "=» ^ den Werth ag^> ^^ ^ erhält. Das 
ist aber immer möglich, wenn man die in \ vorkommenden Grofsen 



Co, Cj, ...c„, und aj;;)^^ . .„^ 

so beschränkt; dafs die Gleichung A^ <» eine endliche und einfache 
Losung a^^^Q ^ zuläfst. Im Übrigen kann man die (m^ -j~ ^2 "4" • • • ~t~ ^») 
Functionen "* 

(0) • (OTy-l) 

?.(^1,.^2 ••• ^IW), .•.?.(*!, ^; ... ^mlW) (^=1, 2 ... n) 

willkürlich wählen. Wenn sie nur einen gemeinsamen Convergenz- 
bereich besitzen, dann hat auch die Reihe 

(0) 

?o(^, ...*m|(C)) 

einen Gonvergenzbereich. 

Differentiirt man die Ausdrücke 
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die wir als Functionen von ^^ ansehen, fimal nach t^, so erhalt die 
11^^ Ableitung die Gestalt: 

wo jET^) eine ganze Function von t^^ t^^ . . . ^m und denjenigen Ab- 
leitungen 

ist^ in welchen 

«0 + «I H • + «m < w,, + fi und «0 < w, + fi . 

Daher bat der Coefficient von ° "~ ^^ in der Entwicklung von 



a^o ?f^x^ 



die Form: 



-IT, 



'-^i +SH, 



wenn -|^ und 1?/*) die Werthe von ^^-^ und HO") für 

tn = Ca und ^«- a„ a. Ä-. = - 

r,«o,a.,...a« ai,''*...aC'" 

bezeichnen. 

Die fi^^ Ableitung von H^ nach ^^ hat die Form: 

dH^ ff^xo i^ TT tu) 



o ir 

Versteht man wieder unter -|— - und H^^^f*^ die Ausdrücke, welche bei 



^X^^ 

o rr 

den oben genannten Substitutionen aus -^ ° und Hq^^^ hervorgehen, 

so lautet der Coefficient von ^-^^^^^^ in der Entwicklung von Hq nach 
Potenzen von {t^ — Cq): 

Sollen nun die gegebenen Differentialgleichungen durch unsere 
Reihen erfüllt werden^ so müssen die Gleichungen bestehen: 

^^r+HW^O (i; = 0, l,2..n^, («) 



/ 



doch weil -^— für ^^ = c, , ... /-„, == c„, nicht verschwindet , kann man 

CXq 
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und 



$0 ^ (^ = 0,1,2,...) 



durch bestimmte Potenzreihen von (^j — Cj), (^2 — ^2)7 • • • (^ "" O 
darstellen, wenn nur 

(0) (0) (1) \ (»»»-1) 

gJo und ^^, $ß., .... gJ^ (i/=l,2...n) 
bestimmt sind. 

Nimmt man somit die Gröfsen Cq, Cf, . . . c^ und die in /^^ vor- 
kommenden Gröfsen a^> ^ ^ derart an , dafs die Gleichung Aq <» 

eine einfache und endliche Wurzel a^^>Q ^ besitzt und wählt im Übrigen 
die Functionen 

(0) (1) (Wy— 1) 
^r, g5, . . . ^^ 

(0) (!+/«) ("»»+/*) 

willkürlich y so kann man zunächst $0 und dann ^^ und ^^ so be- 
stimmen, dafs die Potenzreihen 

«0=0 ^ 

den Differentialgleichungen und IT^ «=» formell genügen. — 
Setzt man 

^0 = ^0 + «*o» ^1 == ^1 + ^i; • • • C = Cw + Wm 

und versteht unter Xi,.^a^,a^,...a^ nunmehr die Potenzreihe von w^, u,, 
. . . Km^ in welche 

zu transformiren ist, und bezeichnet man 

• • • »f ; m^ — 1,0,.,0 ■= y 

SO werden die Differentialgleichungen des canonischen Systems: 
Femer ist aber für jede Grofse iPr; oo,ai,...a,„, in welcher 

«0 + «1 + • • • + «m < W^ 
Biermann, Fttnotionentheorio. 17 
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und mindestens eine der Zahlen a von Null verschieden ist, 
3) 



^Uo du. 



Beachtet man endlich, dafs neben JT^ = die Gleichung: 

*dx^ duo ' 
besteht; wo H^^^^ eine ganze Function von Uq'j M|, . . . Wm und den- 
jenigen Grofsen a:^; tfo,Oi,...ffTO bezeichnet, iu welchen die Summe der 
a nicht grofser als m^ -^ 1 und a^Km^ ist, und eliminirt man mit 
Bilfe der früheren Gleichungen (a) die Grofsen 

?^' und ^"^"^ /t' = 1.2...«\ 

ac a«"'at^ Vft = i, 2.. .»»;' 

so gebt eine Gleichung 

hervor, in der Ctq aus denselben Grofsen zusammengesetzt ist wie ZT,, 
und wo h eine ganze Zahl bezeichnet. 
Da noch 

5^ — °- = 1 ^- * = — - = 

^ duo ' duo ' ■ ' ■ ^1*0 

ist; hat man in den Gleichungen 1) bis 5) für die Grofsen f^, t^, 
. . .im und diejenigen Grofsen 

^9; OofOri,. ..«019 

in welchen a© + ^1 + • • • + «m < ♦»», die Potenzreihen von w^, u, 
... i«m sind, ein System von Differentialgleichungen der Form: 






(p«» 1, 2.. .r), 

worin die Grofsen G^^> , GJP^^^ und Cr^?> ^ Potenzreihen von a:, , ajj , . . . aTr 
sind. Wir beschäftigen uns mit diesem allgemeinen System. 

Lauten die diesen Differentialgleichungen formell genügenden 
Potenzreihen 

^e = ^Q (**o» w,, . . . ti„) (p = 1, 2 . . . r) , 

und haben — wie in unserem früheren Falle — die Potenzreihen 

g}^(0, w, , . . . tt«) ((> = 1, 2 . . • r) 

einen gemeinsamen Convergenzbereich , gehört ferner die Stelle 

^^(0, 0,...0) ((» = 1, 2...r) 
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dem Convergenzbereiclie aller Reihen Q an und ist keine der Functio- 
nen G^^\x^ , iPj , ... rCr) für 

x^^%{Oj 0. ..0) ((>=1, 2... r) 

Null, dann besitzen — so behaupten wir — die Potenzreihen ^^(Wo> 
t«i , . . . t^) einen gemeinsamen Convergenzbereich und definiren somit r 
analytische Functionen. 

Zum Beweise gehen wir zunächst auf die Di^erentialgleichungen 
der einfacheren Gestalt: 

(p = l, 2...r) 
ein und setzen fest, dafs in den formell gebildeten Reihen 



QO 

ißo) . ^.ßo 



^Q = ^e(«^0» Ui, . . .Um) = y, %(Uy . . W,„) • ^ 

die r übrigens willkürlich zu iixirenden Reihen 

kein coustantes Glied b^^^^ ^ besitzen, wonach die Stelle 

Xg = 9ß^(0y 0...0) (p=l, 2..,r) 

gewifs in dem Convergenzbereiche der Reihen O^^^^ liegt.. — Substituirt 
man die Reihen für Xq in die Differentialgleichungen, so wird zunächst 

r (0) 

(1) ^ (0) (0) d^^ 

^,{u,, ...Um) =2;6?^(^i, • •• ^^) -äir + • • • 



r (0) 

,(0) (0) a$ 






9t 



ßml 



Hierauf ist jede der zu suchenden Reihen 

(p = 1, 2 . . . r, a^j = 1, 2, . . .) 
als ganze rationale Function einer endlichen Anzahl Ton Ableitungen 

(0) 

der Grofsen ^^ nach u^, u^^ . . .Um auszudrücken ^ deren Coefficienten 

(0) 

wiederum Poteuzreihen von ^^ sind. Doch die Coefficienten dieser 
letzten Reihen sind nur aus einer endlichen Anzahl von Coefficienten 
der Reihen Gr^^^^ durch Addition und Multiplicaiion zusammengesetzt, 
so dafs auch die Grofsen 



Po» PI . p» • . • Pm 



17* 
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nur ganze rationale Function einer endlichen Anzahl von Grofsen 

^To^Pi^'"ßm "^^ ^^^ Coefficienten von ©Jf^« werden. 
Soll von den formell genügenden Reihen 

gezeigt werden ; dafs sie innerhalb eines Bereiches um die Stelle 
Mß = 0, M, = 0, . . . Mto «= gleichzeitig convergiren, so bringen wir 
dieselben mit den einem neuen System von Di£ferentialgleichungen 
gleicher Gestalt: 



r 



»tfn 



worin aber die Reihen G^^^^ nur positive Coefficienten besitzen, die 
nicht kleiner sind als die absoluten Beträge der entsprechenden Coeffi- 
cienten von (r^f^Ä, genügenden Reihen in Vergleich. 

(0) (0) 

Fixirt man anstatt der früheren Reihen ^^ neue g^ , deren aus- 

schliefslich positive Coefficienten gegenüber denen von ^^ wieder von 
gröfserem oder gleichem Betrage sind, so werden die den letzten 
Differentialgleichungen genügenden Reihen für y^ nur positive Coeffi- 
cienten haben, die nicht kleiner sind als die absoluten Beträge der 
gleichnamigen Coefficienten in den Reihen für x^,. Wenn demnach 
die Reihen für y^ gleichzeitig convergiren, ist das umsomehr bei den 
Reihen für Xg der Fall. 

Zur Vereinfachung des letzten Systems von Differentialgleichungen 
bemerke man noch, dafs man einer positiven Gröfse B der Beschaffen- 
heit, dafs die Reihen G^^\{x^y x^^ . . . Xr) alle an der Stelle 

X* ^— Xn — — • • • **~ Xf • Jlf 

convergiren, eine positive Grofse G so zuordnen kann, dafs die posi- 
tiven Coefficienten der Reihe für 

G 



B 

— die 5P(yi, ^2; • • • Vr) heifse — gröfser sind als die absoluten Be- 
träge der entsprechenden Coefficienten der Reihen G^^]n{x^9 ^2; • • • ^r) 
und andrerseits auch zwei positive Gröfsen ü' und G' angebbar sind, 
so dafs die positiven Coefficienten der Reihe für 



(?' — 



W| + «2 H h Wm 



_ tti^+M2 H h «m 



Ä' 
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— sie hei(se 17 (Mj, Mj, ... Um) — gröfser sind als die absoluten Be- 
trage der gleichnamigen Goefficienten der Reihen 

(0) 

%(Uy, U2, . . . Um) ((> = 1 , 2 . . . r). 

Läfst man nun an Stelle der Reihen O^^] „ die Reihe $ (y i j ^2 > • * . y^) 
treten und setzt fest; dals die Reihen für y^ in dem Falle, wo i4o>»0 
gesetzt wird, in die Reihe ?7(u, , Wj, ... Um) übergehen, so werden 
die Reiheu für y^, welche den r Differentialgleichungen 

t--m.,„.....)-2:(^-+i^+-+^) 

(ß = l,2... r) 
genügen, einander gleich und werden blos von Uq und 

abhängig. 

Setzt man 

«I + w, H h t*m j yi + y« H \-yr 

Mo = M, g, - = £f und ^> == y , 

nnd somit 

^(yi; ^27 ••• yr) = Y-z^, yQ^Y^y, 

so reducirt sich das System auf die einzige Differentialgleichung: 

dy m.r p 1 dy __ a dy 
du'" B' 1— y dz 1 — y de ' 

und aus dieser soll y derart als Function von u und js gefunden werden, 
dafs y für M «=> in 



1 — JP 1 — ;Ef 

Übergeht. 

Die Methode der unbestimmten Goefficienten liefert aber leicht 
eine Reihe für yi 

(a) 

deren Goefficienten ^{e) aus der Gleichung: 



a(l — 0) 1 



. • • 



1 _ (14-6)0 (1) (8) 

21 
1 — 






(1) (2) 

^ r ^ , ^ a^(g) , u^ W?L . . . .1 

^Ln— «;« »^ 1 de ^ 2! ^x? ^ J 
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t 
hervorgehen, indem man die Coefficienten gleicher Potenzen von u 

gleichsetzt, und diese Reihe wird conyergent. Dann hat aber auch 

die durch die Substitution 

«t + ^t H h «*m 

^= ff 

zu bildende Reihe einen Convergenzbereich , und endlich müssen die 
Reihen für a:, , a;, , ... Xr einen gemeinsamen Convergenzbereich auf- 
weisen. 

Setzt man nicht fest, dafs die Reihen 

(0) 

gj^(w,, ttj, ... Um) 

kein constantes Glied haben, sondern dafs das Werthesystem 

a;(^o)=|^(0, 0... 0) ((> = l,2...r) 

in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der Reihen G^]fi liege, so 
bleiben die früheren Betrachtungen unberührt, wenu man die Grofsen 

x^ — xf^ 

als die zu bestimmenden Functionen ansieht. 
Für ein Gleichungssystem der Gestalt 

(p-1,2... r) 
gelten dieselben Sätze^ denn die Aufnahme einer neuen Gleichung 

mit der Festsetzung, dafs x^ für % gleich u^ sei, erlaubt eine Zurück- 
führung der (r -|- 1) Gleichungen auf die frühere Form, da man die 

Gröfsen (tJ?)^, ohne eine Änderung herbeizuführen, mit -^-~- multipli- 

ciren darf. 

Sind endlich die Reihen 0^]n Quotienten zweier Potenzreihen mit 
dem Nenner G<?)(a;, , . . . iPr), auf dafs man wieder das Gleichungs- 
system auf Seite 258 erhält, so werden auch hier die formell genügen- 
den Reihen a:^ = SJJ^ (wq , w, , ... «») einen gemeinsamen Convergenz- 
bereich besitzen und analytische Functionen definiren, wenn nur das 
Werthesystem 

(0) 
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dem Convergeiizbereiche aller Functionen 6rjy)^, 6r{J?^ und G^^^ angehört 
und die Stelle 

^'>=le(0, 0...0) (p=l, 2, ...r) 

keine Nullstelle von einer oder mehreren der Grofsen G^^ ist.*) 

Nunmehr ist auch bewiesen ^ dafs die angegebenen Potenzreiheu 

a:^ = ^y(^o> ^j» ••• ^m\{c)) (i/ — 1, 2 ... n) 
des ursprünglichen canonischen Systems partieller Diiferentialgleichungen 
n Elemente von n diesen Gleichungen genügenden analytischen Functio- 
nen der m -f- 1 Yariabeln t^, ^j, ... tm sind^ deren simultane Fort- 
setzungen jedenfalls wieder die Gleichungen befriedigen. — 

Hier schliefsen wir die Untersuchungen über den Umfang des 
Begriffes der analytischen Function ab, denn an der Behandlung der 
algebraischen Gleichungen und algebraischen Differentialgleichungen 
ist klar geworden, wie man das ursprünglich gestellte Problem, die 
durch irgend einen arithmetischen Zusammenhang üefinirten Grofsen 
als analytische Functionen zu kennzeichnen, anzufassen hat. 



*) Diese letzte Bedingung ist eigentlich zu beschränkend, indem ja die Reihen 

QiQ) QiQ) 

Glfl und G^Sl dieselbe Nullstelle haben und die Quotienten - ^ und ~^- trotz- 
dem durch Potenzreihen darstellbar sein können. 



Fünftes Capitel. 
Ableitung der elementaren transcendenten Funetionen einer Variabein. 



§ 45. Die ISzponentialfanotion. 

Indem wir uns zu der zweiten der zu Beginn des vorigen Gapitels 
definirten Aufgaben wenden, nämlich zu der Ermittlung analytischer 
Functionen (einer unabhängigen Yariabeln) von vorgegebener analy- 
tisch ausdrückbarer Eigenschaft, nehmen wir stets an, dafs ein Ele- 
ment der zu suchenden Function yts=f{x)y d.i. eine Potenzreihe mit 

noch unbestimmten Coefficienten 

* _^ _ 

y = s;p(a? — a) =^c„(a; — ay 

y = 

die vorausgesetzte Eigenschaft innerhalb seines endlichen ^ wenn auch 
noch so kleinen Gonvergenzbereiches besitze. Aus der die Eigenschaft 
definirenden analytischen Beziehung werden dann jedesmal Schlüsse 
über die Coefficienten Cy zu ziehen und diese zu bestimmen sein. Wenn 
die so gefundene Reihe einen Convergenzbereich besitzt, existirt eine 
analytische Function ^ von der noch gezeigt werden mufs, dafs ihr in 
dem ganzen Giltigkeitsbereiche die Eigenschaft zukommt, die das pri- 
mitive Element in seinem Convergenzbereiche aufweist. 

Für die ganzzahligen Potenzen einer Grofse a besteht die in der 

Gleichung 

a*« a** = a'»+*« 

ausgedrückte Eigenschaft. Wir fragen, ob nicht eine analytische 
Function existirt, welche die hier entlehnte allgemeine Gleichung 

erfüllt, wo 0^ und 02 nicht blos ganzzahlige, sondern beliebige Werthe 
aus dem Stetigkeitsbereiche der Function sind. 

Wenn eine solche Function f(js) existirt, so mufs sie in der Um- 
gebung einer Stelle a in eine Potenzeihe 

00 

zu entwickeln sein und in deren (als endlich vorausgesetztem) Conver- 
genzbereiche besteht die Gleichung: 
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OD oo 



^<^{0i — o)» -^Crie^ — ay = ^Cr{ei + 0^ — a)\ 

r=0 »=0 v=0 

• Wir können annehmen^ dafs das die fundamentale Eigenschaft erfül- 
lende Functionselement die Stelle Null in seinem Gonvergenzbereiche 
enthalte oder dals dasselbe direct in der CFmgebung dieser Stelle als 
bestehend vorausgesetzt werde, denn substituirt man statt x -{- a, 
so wird zufolge der Fundamentalgleichung 

OB 

m = /-(a + « - o) - fia) . f{g - a) = f{a) . f{x) = ^ca:' 

«=0 

und nun /"(a:) = ^ J''^^ = ?(^)' 

wenn nur f{a) von Null verschieden ist. Die Gleichung 

lehrt aber, dafs f{x) für keinen Werth a aus dem Gonvergenzbereiche 
des primitiven Elementes verschwinden kann, denn sonst wäre f{B) 
an jeder Stelle desselben Null, und es gäbe keine Function der ver- 
langten Art. 

Wenn demnach eine Function von besagter Beschaffenheit existirt, 
so gehört die Stelle Null und ein endlicher Bereich um diese Stelle 
zu ihrem Stetigkeitsbereiche. 

Wir überlegen nun, dafs für die Fortsetzungen von ^{x) die 
Fundamentaleigenschaft des primitiven Elementes erhalten bleibt. In 
der That : wenn wir in der für einen festen Werth a und jeden Werth 
von X einer Umgebung von a giltigen Gleichung 

f{x + a)-f{x).f{a) = {a) 

für f{x) und f{x-^a) die Potenzreihen ^(rc) und ^(a;-f-ö) einsetzen, 
so müssen in der links entstehenden Reihe die einzelnen Potenzen von 
X verschwindende Goefficienten haben. Setzen wir aber statt f{x) und 

f{x + a) Fortsetzungen ^ (a? — io + ^0) ^^^ ?^ (^ — ^0 + (^0 + «)) 
ein, so wird die neue Potenzreihe an unendlich vielen Stellen des Con- 
vergenzbereiches mit der früheren Reihe übereinstimmen, also auch 
identisch verschwinden. 

Da somit dieselbe Beziehung (a) bei einem festen Werthe a be- 
stehen bleibt und nun a auch variirt werden kann, so haben die Fort- 
seizungen die Fundamentaleigenschaft mit dem primitiven Elemente 
wirklich gemein. 

Jetzt können wir zeigen, dafs die in Frage stehende Function in 
der Umgebung jeder im Endlichen gelegenen Stelle in eine Potenzreihe 
entwickelt werden kanu. 

Wäre nämlich h^ eine Stelle auf dem blos endlichen Gonvergenz- 
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kreise von ^i(x), in deren Umgebung keine durch Vermittlung einer 
innerhalb des Kreises gelegenen Stelle b^ ableitbare Potenzreihe 

existirt, so könnte überhaupt keine Function f{x) gefunden werden. 
Beachten wir vorher , dafs 

/■(«) = /"(O) . Afl) also /•(0) = l=.5p(0) = c„ 
und deshalb 

/•(«)•/■(- a) = 1 also /-(-o)«^^^ 
ist und bilden darauf 

^(60 + (« - h)) = fiK) ■ /■(» - ho) 
Oller ^{x — hfl), so könnte man nicht mehr weiter schliefsen, dafs 

fix - 6, + (6, - h„)) -= /-(J, - b,) . fix - 6.) 

ist, weil ja &, nicht in dem Convergenzbereiche von ^(iK|6Q) liegen 
kann und eine Reihe 

der Annahme nach nicht existirt. Diese formal gebildete Reihe ist 
aber zugleich mit ^{x) convergent, wenn nur f{b^) von Null ver- 
schieden ist. Wir müssen also annehmen, dafs es auf der Grenze des 
endlichen Convergenzbereiches von ^(x) eine Stelle b^ gibt, wo f(x) 
verschwindet. Dann wäre aber wegen 

/•(&.) = K^ + 4) - f(^) ■ f(^) = («) 

die Function f{x) auch innerhalb ihres Stetigkeitsbereiches Null, und 
das widerspricht unserm früheren Satze. Folglich ist die Annahme 
falsch und es existirt eine Reihe ^(xlb^y b^). Wenn wir so fortfahren, 
ist die Behauptung erwiesen; die in Frage stehende Function ist durch 
eine bestandig convergente Potenzreihe darstellbar. 

Wir beweisen diesen Satz nochmals auf eine zweite Art.*) 

Die Gleichung 

ist für diejenigen Werthesysteme x^ und X2 giltig ^ für welche 

1^1 1 ^ Y> 1^2 1 "^ Y ' 

wenn der Gonvergenzradius des Elementes ^(x) r genannt wird. 
Setzt man nun x^ ^^^ x^y so gilt 

f(:2x,)^f(x,).nx,) und f(x,)^f{f).f{^)- 

Doch weil der Convergeuzbereich des hier rechts stehenden Ausdruckes 

*) Der erste Beweis ist nicht einwurfsfrei. Man kann an der Existenz der 
Gleichung (a) zweifeln, da 5| schon auf der Convergenzgrenze des primitiven 
Elementes liegt. 
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doppelt so grofs ist als der von f{x^y aber innerhalb des Kreises 
fx^\<^r die Übereinstimmung beider Seiten angenommen war, so mufs 

f{x^ soweit eine Bedeutung haben, als dem Produet f\Y)f\^ ®^°® 

zukommt y d. h. der Convergenzbereich von f{pc) ist ein Kreis mit dem 
Badius 2r. 

So kann man weiter schliefsen und findet , dafs ^{x) eine bestän- 
dig convergente Reihe sein mufs. 

Um die Existenz von / {x) wirklich zu beweisen y ersetzen wir in 

der Gleichung 

fix,), fix.,) = f{x, + x^) 

/"(rc,), f{X2) und f(x, + X2) der Reihe nach durch 

1 + C^X, + C^X,^ + • h CnX^ -I 

1 + Ci ^2 + ^2 V + h c,a?; H 

1 + c^ix^+x^) + c^ix^+x^)"^ -] f-c»(a;i+a?2)»H 

Es wird dann 

f{x^).f{x2) = 1 + (c,a:, + C2X2) + {c^x,^ + c^'^x,X2 + c^x^) H 

+ i!^nX\ + Cn-xX'^-^X^ + • • • + Cn^^C^XX'"' X\ H 

+ ^»^;)H — 

gleich 

/"(^i + a^a) = 1 + q ix, + x^ + C2 {x^ + 2a?, 072 + x^) H 

+ ^»(^? + (5f)^r'^2 + • • ' + C)^""^> + • • • 

und nun liefert die Vergleichung gleichnamiger Glieder die Beziehungen 

c^-ic, = c, ^^V Cn-2C2 = ^» (2) ' • " • 

Aus der ersten derselben folgt 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit einander, so entsteht 

c* 
e\ c^c^ . . . Cm-1 = n! C2C3 . . . c« oder c„ = -*- . 

Wenn wir somit bereits alle Goefficienten c^ durch einen c, ausgedrückt 
haben, müssen wir nachsehen, ob diese Bestimmung mit der allge- 
meinen Beziehung 

in Einklänge steht und ob vielleicht auch c, zu berechnen ist. Die 
Substitution der gefundenen Werihe gibt blos eine Identität 
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cT~* c 



iT ^ ^(^\ = _<M n(n--l)...(n — y + 1) 



} 



(n — ») I V ! 

und wir können c^ nicht berechnen. Bezeichnen wir 0| einfach mit c, 
so folgt die Reihe 

5ß(a,) = 1 + ^ + i^ + i^+ . . ., 

die zum mindesten den Convergenzradius — oder 1 besitzt, je nach- 

dem die willkürliche Constante c dem absoluten Betrage nach < 1 oder 
!^ 1 , denn der Quotient der Goefficienten aufeinanderfolgender Glieder 

-^ bleibt dem absoluten Betrage nach kleiner als |c| oder 1. 

Das auf Grund der Fundamentaleigenschaft abgeleitete primitive 
Element convergirt, f(x) existirt und ist als beständig canvergente Beihe 
eine eindeutige ganee transcendente Function, 

Mit Rücksicht darauf^ dafs die Function mit dem Product ex un- 

geändert bleibt, bezeichnen wir besser ex mit x und /*(—) mit g{x). 

Nennt man den Werth ^(l) e, so gilt für ganze Zahlen o; = m 
die Gleichung 

g(ni)^e-, weil <?(«)- i? (l + 1 + ••• + 1 (^j) = i^c") 

ist, nnd wegen dieser Eigenschaft bezeichnet man g{x) passend mit 
e* und es ist 

c* = 1 + V + -|! H 

Die Fundamentaleigenschaft der neugeschaffenen sogenannten Ex- 
ponentialfunction ist jetzt in folgender Weise zu schreiben : 

und es gilt 

C- — 1, c- — ^ , 

für jedes positive oder negative ganzzahlige n aber ist 

Wenn darnach das Argument x der Exponentialfunction durch Addi- 
tion und Subtraction aus den Grofsen x^, x^j - » .x^ entstanden ist, so 
läfst sich €F rational durch die den Argumenten x^yX^^.-.Xn zugehö- 
rigen Functionswerthe darstellen. 

Die Ableitung der Exponentialfunction 

-T — ist gleich e*. 

Der Ableitungsprocefs bringt demnach keine Änderung hervor. 

Diese Eigenschaft von g{x) «=» 6* folgt auch aus der Fuuctional- 
gleichung 
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9{^ + y) = 9{^)^9{y)y 

denn die Differentiation nach den mit einander vertauschbaren Grofsen 
X und y gibt 

dgjx + y) dg(x) ,. dgj x + y) _ dg(y) .. 

di dx ^^y^' dy dy~^W- 

Doch weil 

dg(x + y) ^ dg(x + y) d{x + y) ^ dg(x + y) d(x + y) ^ dg(x + y) 
dx d{x + y) dx d{x + y) dy dy 

ist, folgt 

4_.i|(^__J_.i|M = con8t. 
g{x) dx g(y) dy 

Ordnet man dem Werthe a; = gr (rc) «« 1 zu und heifst die Con- 
stante c^ so gibt die Losung der Differentialgleichung 

dg{x) f V 

wieder 

und setzt man noch fest, dafs auch die Ableitung -4^ an der Stelle 
Null den Werth 1 besitze, so wird 

g(x)= 6*. 



§ 4G. Aus der Exponentialfünction rational zusammengesetzte 

Fonotionen. 

Wir untersuchen jetzt einige aus der Exponentialfünction e^* ra- 
tional zusammengesetzte, also eindeutige Functionen 

fix) = B {€''). 

Für diese besteht offenbar auch die Eigenthümlichkeit^ dafs die zu 
den drei Argumentswerthen 

Xy y und x -^ y 

gehörigen Functionswerthe 

f{^ + y), m, ny) 

eine algebraische Gleichung 

erfüllen, deren Coefficienten von den Yariabelnwerthen unabhängig 
sind; man hat ja nur zu bemerken, dafs man aus den Gleichungen 

f{x) = B{e^-), f{y)==.R{e<^y), f{x + y)^R{e^'.e^y) 

die Exponentialfünction eliminiren kann. 

Man sagt: für die Function /'(a;) = JB(c<'*) besteht ein a^eftraisc^ 
Additionstheorem. Jede rationale Function von f{x) genügt dann wie- 
der einer Gleichung der eben besagten Art. 
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Wenn wir die Gleichung G = noch x und y differentiiren , so 
entstehen die Gleichungen 



dG df{x) 



, ^G m^ + y)_o 



dr(oc) dx ' dfix + y) dx 

dG df{y) , _dG df(x + y) _ ^ 
dfly) dy -^ df{x + y) dy 

und nach Subtraction folgt wegen der Beziehung: 

d nx + y) _ df(x + y) 
dx *" dy 

dG df(x) _ dG dßy) ^ 
df{x) dx df[y) dy " 

und diese Gleichung ermöglicht es , f{X'\-y) als algebraische Func- 
tion von /(a?), f{y) und den ersten Ableitungen ~ und -^-^ dar- 
zustellen. 

Neben dem Additionstheorem kann man auch eine Gleichung 
zwischen 

/■(.) und ^^. 

ableiten, denn man braucht nur e^'^ aus 

f{x)=^B{e") und ^J|^ = iJ'(c«) 
ZU eliminiren. 

Die wichtigsten unter den rationalen Functionen der Exponential- 
function sind im Nachstehenden kurz besprochen. 

Es seien die Functionen 

vorgelegt. — Die halbe Summe oder Differenz der ganzen Functionen 
e'* und ---; sind gewifs wieder ganze Functionen und dargestellt sind 

c 

sie durch die Reihen: 

/i (^) = ^ - IT + -6T + (- ^ )" (2 n +iy! + • • • 

Die Fundamentaleigenschaft dieser die Namen cosinus und sinus füh- 
renden Functionen^ für welche die Bezeichnung 

f^ {x) = cos X, /i {x) = sin x 

gebraucht wird^ leiten wir in der angegebenen Weise ab, d. h. wir 
eliminiren die Exponentialfunction aus den Ausdrücken für 

cos {x -\- y), cos X, cos y 
respective 

sin (^ -|- J^); sin x, sin y 
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oder aus den den Definitionen entspringenden Gleichungen ab: 

C2xf g2y< _ gx.-gy.- 2 COS (iC + y) + 1 = 

e2,<_gr«2cosy + 1 = 0, 
beziehungsweise 

e2*<62y* — e'*ev*2i8m (rr + y) — 1 = 
ßimi _ ßxi 2 f sin a; — 1 = 
e«y — cv' 2t sin y — 1 =0. 
Bemerkt man aber, dals 

c*' s=a cos VC -{- i sin a;, c~*' «= cos a; — i sin x 
ist, so wird 

cos (rc -f* y) *= Y (e<*+y)' -f- e-^^+y^*) == cos x cos y — sin a; sin y 

sin {x + y) = — ^ (eC«+y)»' — e-^'+y)') = sin a? cos y + cos x fein y 

und die Gleichungen, welche das Additionstheorem enthalten, lauten 

cos' (x -{- y) — 2 cos (x -|- y) cos x cos y 4* cos' x -f- cos' y — 1=0 

sin^ (a; + y) — 2 sin' (x + y) (sin' x — 2 sin' a; sin' y + sin' y)' 

+ (sin' X — sin' y)' = 0, 

wie sich leicht ergibt, wenn man noch die zwischen sina: und cos a^ 
bestehende Beziehung berücksichtigt: 

cos'a; + sin'a? = 1. 

Drückt man co8(a;4-y) auf die oben angegebene Weise als algebraische 

Function von cos a;, cosy, — x^? ~~d^^~^ ^°®' ^^ folgt wegen der 

Beziehung : 

(cos (a;+y) cos y — cos x) —^ (cos (a: + y) cos x — - cos y) j— - «=* 

d cos rc d COB y 

008 a? — i CDS y —3 — ^ 

/ • \ »a? dy 

cosfa; 4- y) =a -j t— ^ — 

^ ' ^^ acoso; acoav 

008 y — 5 008 X — 3 — - 

^ dx dy 

Weil ferner 

d cos X d sin a; 

— 3- — - = — sm X • — j = cos X 

dx ' dx 

ist, erhalten die Additionstheoreme auch die Gestalt: 

/ , V dcosrc dcosi/ 
cos \x -Y y) «= cos x cos y -| ^— ^ 

. / I V • d sin V , • d sin .T 

sm (a; + y) = sm x —^ + sm y ^^^ 

und cos {x '■\- y), sin (a; -f- y) erscheinen als rationale Functionen yon 
cos Xy cos y respective sin a;, sin y und den ersten Ableitungen dieser 
Functionen. 
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Die Reihen für cos z und sin x lassen auch die Relationen 

cos ( — x) = cos X und sin ( — a;) = — sin x 

erkennen y und darum bestehen die Gleichungen: 

cos {x — y) == cos a; cos y + sin x sin y 

sin (x — y) «= sin x cos y — cos x siny 
und hierauf 

cos (^ + y) + ^^8 {x — y) = 2 cos X cos y 

cos (a: + y) — cos (a; - y) — -2 sin ar siny = _ 2 ^|^ ^^ 

sin (a; + y) + sin (a; — y) = 2 sin a: cos y = 2 sin a? — j^ 

sin (a; + y) — sin (x — y) ^^ 2 cos a; sin y «« 2 — ^^ sin y, 
Führt man hier die Zeichen ein: 

x + y ^ u, x — y = V, 
so erhält man die Formeln: 

cos M + cos t? = 2 cos ^ — cos - 



dx 



U — f> 



cos M — COS V «= — 2 sin -~ - cos - — 

Sin M + sm t; = 2 sm — '— cos -— — 

o i* + r . u — v 
sin M — sin t? = 2 cos —-— sin — — • 

Aus der Gleichung zwischen cos x und der Ableitung -;, — bestehen- 

den Gleichung cos^ x -|- sin^ a; «= 1 folgt eine wichtige Eigenschaft 

der Exponentialfuuction : Der absolute Betrag von e*, wo a; =» S4~ ^9 

und i und 17 reell sei, ist gleich e^. 

Da nämlich 

6« s= e^ c»*'' = c^(cos iy + i sin 1^) 

ist und 6^ für positive oder negative Werthe von | positiv bleibt, in- 
dem c~« = -^ zu setzen ist, wird in der That |e*| «=« c«. 

Läfst man ^ von Null an zunehmen, so wächst e^ von 1 bis 00 
und erhält dabei jeden in diesem Intervall liegenden Werth nur ein- 
mal, weil jedes Glied der Potenzreihe für e^ für verschiedene Argu- 
mentswerthe S| und £2 verschiedene Werthe annimmt, und mit Sj < ^^ 



n\ n! 

Durchläuft | die Werthe von bis — 00, so nimmt e^ von 1 an ab 
und wird für unendlich grofse Werthe unendlich klein. 

Wenn somit e^ für reelle Werthe g jeden positiven reellen Werth 
nur einmal annimmt, hat umgekehrt die Gleichung 



ü 
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e^— a = 0, 

wo a reell uüd positiv ist, eine einzige reelle Wurzel |. 

Weil die Exponentialfunction e* für keinen endlichen Werth des 
Argumentes den endlichen Werth Null erhält, sind wir darauf auf- 
merksam gemacht, dafs die Gleichung ' 

^ 1! ' 21 ^ 
und allgemein die gleich Null gesetzte ganze transcendente Function 
gewifs nicht in allen Stücken als Verallgemeinerung der algebraischen 
Gleichung angesehen werden kann, denn indem eine ganze rationale 
Function w**^" Grades jeden Werth wmal annimmt, braucht die ganze 
Function nicht jeden Werth so oft anzunehmen, als ihr Grad anzeigt, 
d. i. unendlich oft. 

Wir werden später zu zeigen haben, dafs in jeder Umgebung eines 
Werthes a, welchen die eindeutige Function an einer regulären Stelle 
erhält, Werthe 6 liegen, welche die Function an beliebig vielen Stellen 
annimmt und dafs die ganze transcendente Function höchstens einen 
endlichen Werth im regulären Bereiche (d. i. im Endlichen) nicht an- 
nimmt. Jetzt wollen wir nur beweisen, dafs die Function e* s=b f(x) 
einen Werth a, den sie an zwei endlichen Stellen rc, und ajj erhält, 
auch für unendlich viele Werthe des Argumentes annimmt. In der 
That ist 



so wird 

und 

oder 



f{x + x^) = f{x) a, fix + x^) = f{x) a 



f{x+ {x^ — x^)) ^ f{x). 
Bezeichnet man x^ — x^ mit 2(d, so wird 

und wenn n eine beliebige ganze positive oder negative Zahl bedeutet, 

gilt auch 

f{x + 2n(o) = f{x). 

Diese Gleichung besagt, dafs unsere Function e* den Werth, welchen 
sie für x annimmt, auch für die unendlich vielen Werthe 

x + 2nio (w = 0, +1, +2,...) 
erhält. 

Man nennt eine analytische Function F{x) periodisch , wenn bei 
beliebigem Werthe ihres Argumentes für eine gewisse constante Grofse 

o die Gleichung 

F{x + (o) = F{x) 

besteht. Die Grofse o und jedes ganzzahlige Vielfache von o heifst 

Bier mann, Fonctionentheorie. 18 
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eine Periode. Lassen sich alle Perioden einer Function F{x) durch 
Addition und Subtraction aus r Gröfsen 

zusammensetzen, zwischen denen keine ganzzahlige homogene lineare 

Relation besteht, so heifst die Function rfach periodisch. 

Wenn darnach die Exponentialfunction einen Werth a zweimal 

annimmt, so ist sie mindestens einfach periodisch, und weil für jede 

Periode 2wfij 

f{2n(D) = 1 oder e«"" = 1 

ist, findet man die Perioden durch Auflosung der Gleichung 

e*— 1 = 0, 

und zwar ist jede Wurzel x = ^ eine Periode, denn wenn e^ = l ist, 
besteht die Gleichung 

f{x+i)^f(x)fa)^fix). 

Hat die Exponentialfunction die Perioden 2nc3, dann besitzen die 
Functionen 

cosa; = — (e** + c~*0 und sin x =» -^(«'* — e~"'*) 

offenbar die Perioden — :— , d. h. es bestehen die Gleichungen 

COS [x -| ^- ) = cos X , sm yx -] r—j = sm x^ 

und weil cos (0) = 1 , sin = ist, wird 

cos — ^— = 1 1 sin — ^- = 

und wegen der Beziehungen 

COS -. = cos^ . sm^ -^ = 1 

t t t 



cos^ 



-:- + sm^ -V- = 1 



ist ferner 



sin-~ = 0, sin(2w+ 1)-^ = 

cos^=+l, cos(2n + 1) -^ = +1, 

doch ist über das Zeichen augenblicklich noch nicht zu entscheiden. 
Jedenfalls ist aber für jedes ganzzahlige n 

cos (jc -f n ~) — - cos [x — n -?-) = 

sin [x -{- n ^) — sin [x — n -" ) = 

und die halben Perioden w-^ sind diejenigen Werthe a, welche — 
wenn f(x) für cos x oder sin x gesetzt wird — die Gleichung 
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erfüllen. Aus den früheren Darstellungen für die Differenz von 

f{^ + y)-f(.^-y) 

entnehmen wir umgekehrt, dafs die halben Perioden -.- -^ — oder 
-sina; zum Verschwinden bringen. Es gilt daher ' 

sin-^ = 0, eos~.-=+l. 

Die halben Perioden m ^ sind somit als diejenigen rc-Werthe er- 
kannt, für welche = cos x gleich + 1 oder — 1 wird. Hat man 
aber einen Werth rcj = -*?*- gefunden , für den = — 1 ist , so mufs 

ajj ==r -^ -|- i?L ein Werth sein, für welchen j8f = -f"l wird. 

Wir fragen zunächst, ob es Werthe X2 = -^ , ^- , ' ' - ^ gibt, 

für die cos x den Werth — 1 erhält, und welches diese sind. 

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir auf die Differential- 
gleichung ein , welcher cos x = genügt. Sie lautet 

und wir wissen, dafs rr = 0, 0=1 zusammengehörige Werthe sind. 
Beachten wir, dafs bei den von Null ab zunehmenden reellen 
Werthen der Yariabeln x zunächst abnimmt, und das läfst ja die fol- 
gende Schreibweise der den Cosinus definirenden Reihe unmittelbar 
erkennen : 

c„.»-(._D+^(i-^)+f(i-^j+.... 

SO werden wir aus der Differentialgleichung die Beziehung 

j —dz 

entnehmen und hier für die Wurzel in der Umgebung der Stelle Null 
das positive Zeichen festsetzen. 
. Benützt man in der Gleichung 

da; = — (1 -^0^Y^d0 

die innerhalb des Bereiches |jef| < 1 giltige Entwicklung: 

so ist die Function a;, welche der obigen Differentialgleichung genügt, 
offenbar durch das in dem Bereiche {i9| < 1 giltige Element 

X (^ + 1 ^+ 1:? J + . : .) + const 

definirt, und die' Constante ist derart^u bestimmen, dafs x^^O und 
t=s\ zusammengehörige Werthe sind. 

18* 
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Sie besitzt also den Werth 

1 + J_+ L-3 1 + ... + Liiii^l!?:^ __!_ + .. . 

'2.3' 2.45 • ' 2.4. ..2n 2n+l ' 

und dieser ist endlich, denn die Glieder dieser Reihe sind kleiner als 
die entsprechenden der Reihe 

•" 2 "• ^ 2.4...2"n 2n+2' 
welche den endlichen Werth 2 hat, weil 

^ -(t» + 2 4 + 2.4 6 + • • ')-V^-y 

auch für y = 1 convergent ist. 

Nun erhält man einen Werth 0^2, wenn man in dem Ausdrucke 
für rc JET = — 1 setzt, und zwar folgt 

x^ = 2(1 + — -^ -+ — ~ -I V 

•*'2 ^V"^ » 2 3 • 2.4 6 "^ / 

Wir bezeichnen diesen positiven reellen Werth mit x, dann wird 
cos Ä = — 1 , sin Ä = 0, 

cos (;r + «) = cos 2ä = 1 , sin 2x «= 0, 
cos2n^ = ij sin2n3r = 0, 

cos (2n + 1) Ä = - 1 , sin (2n + 1)ä = 

und wegen 

cos(~-+ -*-) = — 1 = cos'-^- - sin'^ 



1 = cos^-^- + sin 



2 



n 



2 



cos — = 0, sin— = + 1. 
Hier ist das positive Zeichen zu wählen , weil 

"--{■(•-Ä)+5('-e4)+wO-,ö^) + --; 

offenbar so lange positiv bleibt, als x solche reelle Werthe annimmt, 

für die x^^6 ist, aber — kleiner ist als 2. Es bestehen deshalb die 
Beziehungen 

sin-^- = 1, sin(y -\- n) x = (—1)", 

^=0, cos(~ + n)Ä = 



cos 



und 



cos ^(y + w) 3r — ^j = cos njc — (— 1)», 
sin U^- + w^jr —j == sinWÄ «= 0. 
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Die Functionen cos x und sin x besitzen demnach die Fundamen- 
talperiode 2n. Wenn wir zeigen können, dafs bereits alle Werthe 
angegeben sind , für welche cos a; = + 1 ist und sin x verschwindet, 
so erscheint nachgewiesen, dafs diese Functionen nur die Perioden 

Q ^a ^y. ^^ 

2n;r = — r- besitzen und auch die Exponentialfunction nur einfach 

periodisch ist, indem alle Perioden positive oder negative ganzzahlige 
Vielfache von 2ni = 2o sind. 

Wir überlegen zunächst, dafs sin x für keine complexen Werthe 
iC = 5 4" *^ verschwinden kann, denn für diese Werthe müfste 

e»< — ß-'i .= 

oder 

^xi = e- 2,+2^ = ^-«''(cos 2 g + f sin 2 g) = 1 
und 

|e«««"| = e-«»? « 1 

sein. Doch diese Gleichung erfordert, dafs ij Null ist, denn es gibt 
nur diesen einen reellen Werth der verlangten Art. Die Nullstellen 
von sin X sind demnach alle reell und an diesen wird cos o; = + 1. 
Darum sehen wir nach, ob wir alle Stelleu gefunden haben, wo cosx 
diese Werthe annimmt. 

Der gefundene Werth n war kleiner als 4, und ~ ist darum, weil 

r 

00 

coso; 






gewifs positiv bleibt, solange das reelle x<,y2 ist, gröfser als ^2, 



denn es war cos -^ = 0. 

Gäbe es nun innerhalb der Grenzen 2 /2 und 4 noch einen Werth 
sr', für den cos rc «=» — 1 wäre , so müfste wieder 

cos -^- «=a 0, Sin -^- = 1 

und 

sin (»' — 3r) = 

sein. Doch ä' — ä ist kleiner als 4 — 2/2 < 2, und der Sinus war 
solange positiv, als ^^^6 war, daher gibt es innerhalb der genannten 
Grenzen keinen weiteren Werth, für den cos a? = — 1 ist. Nun über- 
zeugt uns die Gleichung 

cos {x + wä) = cos (x — nn) {n =^ + 1 ,2 . , .) 

des Weiteren, dafs wir alle verlangten Stellen gefunden haben. 

Die Fundionen cosinns und sinus sind also einfach periodisch und 

ebenso die Exponentialfunction. Dann aber gehen alle Werthe x, für 

welche 

e* = a 
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ist, aus einem ersten Xq hervor, wenn man ganzzahlige Vielfache von 
2(0 s» 23ri beliebig addirt oder subtrahirt. Es ist 

^^±2nfti «^ ^Q±tnni -_ ^ (^.Qg 2nx + sin 2nn) «= c*» «= a 

und man hat nur zu untersuchen^ ob stets ein erster Werth ^r^ existirt^ 
für den 

wird, oder ob die Exponentialfunction (aufser Null) jeden Werth a 

annehmen kann. 

Man setze 

a = a + iß, ^0 = So + *%» 
dann ist 

|e«o| = e&, BS |a| 

und diese Gleichung hat eine und nur eine Lösung 1^. 
rJf^ so zu bestimmen, dafs 

€*no = cos i7o + » sin w« «= ^7-^ - 

wird. Ist a von Null verschieden und complex, so wird 

dann gibt es nur einen positiven reellen Werth ti^ zwischen und ar, 
für den 

cos % s= 



Es ist noch 



a 
a 



<1 und 






In der That: gäbe es zweiWerthe rf^^^ und ri^}\ so müfste wegen der 
Relation 



(1) 



,^2) 



COS i?{J) — COS ri^p = —2 sin --'^-4^«-si 



sm 



m 



(!) — «(«) 



5o 



der Sinus einer von Null verschiedenen Grofse, die kleiner ist als tc, 
verschwinden, was nicht angeht. Es gibt somit höchstens einen inner- 
halb der genannten Grenzen liegenden Werth , für den cos ijq 



ist; aber ein solcher Werth existirt gewifs, weil der Cosinus der reellen 
Yariabeln eine überall stetige Function ist. 
Für diesen Werth i^q wird 



und 



sin' tJQ =^ 1 — cos- i^Q 



sin ± ^0 == dl sin 1^0 



a 
a 



i 


ß* 




««+^ 


ß 





wo das positive oder negative Zeichen zu wählen ist, je nachdem ß 
positiv oder negativ ist. Wenn ß positiv ist, genügt daher der Gleichung 

eine positive, und wenn ß negativ ist, eine negative reelle Grofse iJq, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als n, Ist /} <= 0, so setze man je 
nach einem positiven oder negativen a rj gleich oder ^, und im 
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Falle a Null ist, entweder ri=s— oder — —^ je nachdem ß positiv 

oder negativ ist. 

Die Gleichung e' = a ist also stets durch einen endlichen Werth 
Xq befriedigt, wenn a nicht Null 'ist, und darum kann man jede Zah- 
lengröfse a = a + i/3 in der Form 

a = €f^ =s c^+'^o s= e&(cos i?o + ^ sin ijq) 

darstellen und zwar auf unendlich viele Arten, doch weichen in den 
verschiedenen Darstellungen die Werthe tJq nur um Vielfache von 2» 
von einander ab. Diejenige Darstellung einer nicht negativen reellen 
Gröfse a, in welcher ji^ol <^^ ^^^» heilst die Hauptdarstellung. Diese 
ändert sich stetig mit dem Werthe a, d. h. e^ und ^q ändern sich 
stetig. Wenn aber a aus dem Bereiche der Stellen mit negativem 
imaginären Bestandtheil nach einer Stelle a' des negativen Theiles 
der reellen Axe übergeht ^ so müssen die zugehörigen i^q -Werthe mit 
der unteren Grenze — n nach tc überspringen ^ sofern die Stellen der 
kleinsten Umgebung von a, deren imaginärer Bestandtheil positiv ist, 
wieder die Hauptdarstellung finden sollen. Mit anderen Worten: in 
der Hauptdarstellung ist % an den Stellen a der negativen Abscissen- 
axe unstetig. 

Man kann tjq offenbar auch aus der Gleichung sin i^q « 



Va^ + ß* 
berechnen und i?q in das Intervall von — — bis — einschliefsen und 

die positive Grenze zu ihren Werthen zählen , oder man kann % aus 
einer Gleichung 

sin (s -f %) = ,/— — 

berechnen , wo s beliebig gewählt ist, und festsetzen , dafs 0<i7o ^2?r 
werde usw. Damach wird blos die Art der Hauptdarstelluug einer 
ersten Lösung der Gleichung c* =» a geändert. — 
Man kann jetzt auch jede Gleichung 

sin ^ = a oder cos y «^ a 

auflösen, indem man zuerst die Anfangswerthe aus den Gleichungen 

e' = ia +"^1 — a^ 
oder 

entnimmt. Sind die Hauptlösungen x^^^ und xf^^ respective y{f ^ und y^p^ 
so sind alle übrigen Lösungen 

41) + 2nn und — x^^ + (2m +\)n 
oder 

y^^ + 2n7C und — y^^) + 2m3r, 
denn es ist 
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gMxjH'P) = -1, e<(yP+yP) « 1 

und 

^1) + 42) = (2* + 1) Ä, yi^) + yi«) = 21%, 

wo Ä; irgend eine ganze Zahl bezeichnet. 

Die inyersen Functionen der eindeutigen analytischen Functionen 

e« = y, sin a; = y, cos x = y 

x= (p{y) sind unendlich vieldeutige analytische Functionen, denn zu 
einem Werthe der jetzt unabhängigen Variabeln y gehören unendlich 
viele Werthe von x, die allerdings nur um Vielfache einer constanten 
Grofse 27ci von einander verschieden sind. Sie genügen beziehungs- 
weise den Differentialgleichungen 

und zwar sind der Reihe nach 

a;c=sO,y— 1; a; = 0,y = 0; a; = 0,y«l 

zusammengehörige Werthepaare, und in der Umgebung der Stelle ys= 
sind die Wurzeln positiv zu nehmen, weil y bei den von Null an zu- 
nehmenden 2;-Werthen zunächst wächst respective abnimmt. 
Die Stellen 

y = 0,oo; y«+l,oc; y = + l,oo 

werden für die neuen Functionen singulare Stellen sein , denn in deren 
Umgebung läfst sich x gewifs nicht als Potenzreihe von y darstellen. 
Die Umkehrungsfunction von cos x hat — wie wir sahen — in 
der Umgebung der Stelle y = die Entwicklung: 

«= 1 

Für die Umkehrungsfunction des Sinus folgt mit Rücksicht auf die 
andere Anfangsbedingung : 

^\^J if \ ^ 2.4. ..2n 2n + l 

und deshalb stehen die Functionen 97 (y) und ^(y) in dem Gonvergenz- 
bereiche der definirenden Elemente und somit in ihrem gemeinsamen 
Stetigkeitsbereiche in der Beziehung 

9(y) + *(y) = T' 

die entsprechenden Relationen zwischen dem Sinus und Cosinus lauten 
dann 

cos X = sin \^ — xj 
sin X 



= cos(^-a;). - 
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Es soll auch das in der Umgebung der Stelle y » 1 giltige Element 
der Umkehrungsfunction von e* ss y angegeben werden. 
Weil die Ableitungen 

an der Stelle (y = 1 , x =>0) die Werthe 

1, —1, 1.2, —1.2.3, ... (-1)''-M.2...(v-1) 
annehmen, wird 

Unter den rationalen Functionen der Exponentialfunction e^ mit 



X 



den Perioden 2n;ri oder der Function e" mit der Fundamentalperiode 
2 Gl führen wir zunächst noch die folgende au: 

die den Namen Tangente von x führt. 

Man kann diese Function tga? in der durch die Beziehung |ii?|< y 
definirten Umgebung der Stelle o; «= in eine Potenzreihe 



OD 



r = 

entwickeln, weil cos a: erst für a? = ^ und — ^ verschwindet. Durch 
die Methode der unbestimmten Coefficienten findet man aus der Glei- 

^^^(2^ + 1)!'^ » 

dafs alle Coefficienten a^ mit geradem Index v verschwinden und die 
mit ungeradem Index der Recursionsformel genügen: 

«*-+» = (2M^ + i"2i 4r + - + ' + (-^) (2Sr!l' 

welche nach der Substitution 
in die folgende übergeht: 

-(-!)■■ 
Weil aj und c, gleich Eins ist, wird Cj«^ 2, Cg = 16 usw. 
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Jede Fortsetzung des primitiven Elementes besitzt ein oder zwei 
auf einander folgende Nullstellen von cos x als singulare Stellen. 

Weil an der einfachen Nullstelle (- -{- njn von cosa? sina; nicht 

verschwindet; hat tg x daselbst eine Darstellung in der Form 

(._(-±i.))-^(._?--hi.) 

d. h. die Nullstellen von cos x sind für die Function igx aufserwesent- 
lich singulare Stellen der ersten Ordnung. 

Das Additionstheorem nimmt die in den folgenden Formeln ent- 
haltene Gestalt an: 

wnJÄ + y) ^ ^^ f^x^\ ^ tga;+ tgy 
C08(a;+y) °^ \if) l — tgajtgy 

ö^ ^^ 1 + tgÄtgy 



Doch weil 



disx cos* a; + ein* a; -1119 1 

— -H— = '- = 1 _L tg^ a; = — =-- 

dx cos'as ' ^ co8*a; 



ist; gilt die Beziehung: 

.. j. d tff Ä 

tg (^ + y) - tg (a: - y) = r:^2^tPy • 
Für die halben Perioden a ist wiederum 

tg (a; + a) — tg (a; — «) = 0, 

daher sind a diejenigen Werthe von y, für welche tgy verschwindet, 
also wird a gleich 2nn. 

Ahnliche Betrachtungen gelten für den Quotienten 

cosÄ 1 

Bin « tg a; ' 

der als die Cotangente von x bezeichnet wird. Diese neue Function 
y = cotg X genügt der Differentialgleichung 

Jy- = - n 4- v^) = — 

dx \ I :f / sin*« 

und a? = -^ , y = sind zusammengehörige Werthe. 

Das Reciproke des Cosinus und Sinus heifst die Secante und Co- 



secante : 



1 1 
= sec X , -: — = cosec x. 

cos X ' Bin o; 



Diese Functionen stehen mit der Tangente und Cotangente in der ein- 
fachen Beziehung 

- - = 1 4. tg^ a; = sec^ x: -r- -- = 1 + cotg^ x = cosec^ x 



cos'a; ' ° ' ßm*x 
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und genügen den Differentialgleichungen 

und zwar sind bei positiv gewählten Wurzeln x=0, y= 1 respective 
a? = -T- , y = 1 zusammengehörige Werthe. 

« 

§ 47. Iiogarithmus. 
Wir wenden uns zur Losung einer zweiten Functionalgleichung: 

f{3:) + f(y) = f{x-y)- 

Die zu suchende analytische Function mufs, wenn sie überhaupt ex- 
istirt^ in der Umgebung einer Stelle Xq durch eine convergente Po* 
tenzreihe 

OD 

darstellbar sein; doch weil in deren Convergenzbereiche 

fix, + (x- X,)) = f{x, (l + ^)) = f{x„) + /-(l + ?^») 
gilt; und 

ist, so folgt; wenn wir an Stelle a^xl Cv und für ~^^ x schreiben^ 
auch eine Entwicklung 

/*(! + ^) + f(^o) = «0 + Ci^ + ^2^^ H • 

Da zufolge der Fundamentalgleichung die Beziehung 

besteht und daher /*( 1)^=0 sein mufs, ergibt sich aus der letzten Ent- 
Wicklung für den Werth a? = fix^) = Cq, und man erhält die Dar- 
stellungen : 

00 CO 

/•(l + ») == ^cx!' und /•(«) =. ^C'Ca? - l)'- 

Schreibt man die Functionalgleichung in der Form: 

/•(l + » + y) =/•(! + a;) + /•(! + -^) , 
so mufs endlich 

CO 00 OD 

sein, und wenn wir hier die gleichnamigen Glieder gleich setzen , er- 
hält man die Werthe der noch unbestimmten Coefficienten c^. 

Zunächst sind die von y freien Terme beiderseits gleich und der 
Coefficient von y^ ist links 
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ao 



und rechts: 

_^^. .,„ e.(,_.£+._fc±l.,._.<':Kn5t?.^+...). 

Diese Entwicklung wird leicht aus derjenigen für r-j-— durch den 

X "^ sc 

Schlufs von V auf (v + 1) bewiesen. 
Da 

r_ iy *'(»+0(^+2)...(»+ft-0 ^ (zJ!:) (-y-i) (-y-ft+1) 

ist, kann man diesen Ausdruck als den ^*®" Binomialcoefficienten 
der ( — v)*«" Potenz einführen und mit ( ^j bezeichnen. Dann ist 



Cy 



5^ --1(7)- 



Der Vergleich der gefundenen Goefficienten von y" führt auf die Re- 
lation 

«■- et')-- (^0 

oder 

aus der die Beziehung folgt: 



ch-m = ^i'(— l>*iqr^ (v= 1,2,...(X)). 
Es ist daher f ür i/ =» 1 

, und wenn man hierin für ^ v — 1 oder fi -{- v — 1 setzt, ergeben 
sich die Formeln: 

welche die voranstehende Gleichung identisch erfüllen. 

Ersetzt man noch c^ durch — , so erhält die Potenzreihe für f(x) 

c 

in der Umgebung der Stelle x = die Gestalt 

AW = -3-1(3; - 1) 2 1 3 / 

und in der Umgebung der Stelle x^ besteht die Darstellung: 

m - f w +f{^+ '-=f) - A».) +15^ (-:;'')'• 
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Der ConvergeDzbereich dieser Reihen kann die Stelle x^=^0 nicht ent- 
halten, denn es wird 

/•(0) = rK)-|(i + 4-+i + ---) 

und hier ist die eingeklammerte Reihe unendlich und fiXo) ist endlich, 
weil Xq eine Stelle des Stetigkeitsbereiches der Function ist. Die 
Stelle x=0 liegt aber auf der Grenze des Convergenzbereiches , weil 
die Reihen für die durch die Bedingungen 

\x — 1 1 < 1 respective \x — ^o I < I ^o I 
definirten Stellen endlich sind, indem ja der absolute Betrag jedes ein- 
zelnen Gliedes für diejenigen Stellen, wo \x — 1| = 1 oder \x — Xq\ 
=^ \xQ\y endlich bleibt. 

Wir behaupten, dafs die zweite Reihe eine Fortsetzung der ersten 
ist. In der That nehmen wir in dem Bereiche \x — 1 1 < 1 eine Stelle 
rr, an und bilden aus der Reihe ^(a;|l) das Element 

5ß(a;H,a;,) = 5ß(a;,|l)+5p'(«,|l)^ + r(a;,|l)-^--"if^'+---, 
indem wir die Ableitungen aufsuchen: 

OD 

OH 

5pW(a;| 1) =. 12 (- ^y"^' (^ + 1) (ft + 2) . . . (,t + v - 1) (aj - !)'• 

cx 
so hat dasselbe die Form: 

und besitzt den Gonvergenzradius \xi\. Ist X2 eine Stelle in dem 
Gonvergenzkreise der neuen Reihe, so folgt ebenso: 

und so fortfahrend, gelangt man offenbar zu der Reihe 

^{X\l, X^,X„... Xn, X,) -= fix,) + \'2—%— i'^)"' 

die früher mit Hilfe des Fundamentaltheorems abgeleitet werden konnte'. 
Wir sehen somit, dafs es eine analytische Function f{x) mit einer 
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willkürlichen Gonstanten c gibt, die unserer Functionalgleichung ge- 
nügt. Sie besitzt im Endlichen nur die einzige singulare Stelle ^«=0, 
wie der Gonvergenzbereich jeder Fortsetzung des primitiven Elementes 
ersehen läfst. 

Um die Beschaffenheit der Function f(x) an der Stelle Null zu 
untersuchen, kann man die Reihe ^(:t;|l) fortsetzen und nachsehen, 
ob jede Fortsetzung 

•^ \^X \ 1 y X^ y Xq p , , , Xn f *■) 

mit der ersten Reihe identisch ist. Man wähle hierzu continuirliche 
WegC; welche die singulare Stelle nicht umgeben, und andere, welche 
sie umgeben. Gelangt man auf solche Weise zu verschiedenen Wer- 
then, so ist die durch das primitive Element definirte monogene ana- 
lytische Function vieldeutig. Diese Art der Untersuchung liefse aber 
an Umständlichkeit nichts zu wünschen übrig. 

Erinnern wir uns, dafs die eindeutige Function an einer singu- 
lären Stelle c nicht die Bedingung 

{{X - c) f(x)) = 

erfüllen konnte, läfst sich aber beweisen, dafs hier 

{xfix)) = 

wird, so mufs die neue Function vieldeutig sein. 

Setzt man der Einfachheit halber die willkürliche Gonstante c=l, 
und bemerkt, dafs der reelle Theil von 

OD 

^{x) = fix) =^^-=^{x -^ly 

bei abnehmenden Werthen \x\ wächst, so werden den abnehmenden 
positiven reellen Gröfsen 

wachsende Functionalwerthe zugehoren: 

« 

Schliefst man r' in beliebig kleine Grenzen -— und -|^ ein und 
stellt die Ungleichung auf: 

wonach 

_ J-ff± \<c^=^-~ *• 

2-'l,2-;^2- (1+1)" ,+(«)+(») + ...+(;;) 

ist und die Grofsen 

\-f(') und '-f( \\ 

2»-l ' V2"/ 2" \2"+V 
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mit wachsendem n beliebig klein werden^ so folgt: 

- r'fir') < - r7(^) < -^f{-^) < S. ^ ^ , 

Die Function f{x) ist nach diesem Satze wirklich vieldeutig, und 
nun konnte man fragen, ob f{x) in der Umgebung der Stelle Null ein 
Verhalten besitzt wie die algebraische Function in der Umgebung ihrer 
Verzweigungsstellen. Da aber die Function e«' = a; der DifiFerential- 

gleichung -r- = a; genügte und aus der Differentialgleichung 

dy_ = _L 
dx X 

bei der Zuordnung x = y = 1 das Element 

gefunden war, so erkennen wir in der der Functionalgleichung 

genügenden analytischen Function f{x) gerade die Umkehrungsfunction 
der Exponentialfunction e^^ «» Xj und diese ist unendlich vieldeutig, 
da zn einem Werthe x unendlich viele Werthe cy gehorten. 

Die neue Function f{x) heifst der Logarithmus von x und wird, 
im Falle die Constante c=\ ist, mit log a; bezeichnet. Dann wird 

und hier kann man c so wählen , daCs f{x) an einer bestimmten Stelle 
x^ einen beliebig festgesetzten Werth annimmt. Ist f{x^ = 1 , so 
heifst f{x) der Logarithmus von x in Bezug auf die Basis x^j und 
zwar wird dieser hünsÜiche Logarithmus durch die Logarithmen für 
die Basis e (wo c »a l ist), welche natürliche heifsen, in folgender 
Weise darzustellen sein: 

' '^ ^ log«o 

In der Analysis wird durchwegs der natürliche Logarithmus verwendet. 
Da jede von Null verschiedene, nicht reelle negative Zahlengröfse 
a = a -{- iß auf eine einzige Art in der Form 

dargestellt werden konnte, wo 

^ = \a\ 

ist und die reelle Grofse fj^ einen absoluten Betrag kleiner als Jt besitzt, 
so wird der Werth des natürlichen Logarithmus von a 

log a = lo + iVo = l«g l«l + i% 
und alle anderen Werthe gehen durch Addition ganzzahliger Vielfacher 
der Gröfse 27ci hervor. 
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Man bezeichnet den erstgenannten Werth des natürlichen Loga- 
rithmus als Haupttoerih Log a oder log nat a . 

Als Hauptwerth negativ reeller Zahlengröfsen a wird die Grofse 

definirt.*) — 

In der Umgebung einer endlichen Stelle a existiren die unendlich 
vielen Elemente 

log a; — Log a + 2nn:i 4.^ tJ/!^?:iL?| . 

/* = ! 

Die Fortsetzungen eines Elementes, welche nicht mit denen eines 
.zweiten übereinstimmen, constituiren einen Zweig des Logarithmus, 
und der Inbegriff der Hauptwerthe, der aus demjenigen Elemente her- 
vorgeht, in welchem n <» ist, heilst der Haupteweig der Function. 

Der Logarithmus hat die beiden singulären Stellen und 00 und 
ist in dem durch diese Stellen begrenzten Gontinuum durchwegs end- 
lich und stetig, der einzelne Zweig aber ist längs der von bis — 00 
sich erstreckenden negativ reellen Aze unstetig, indem 1^0 zufolge 
der früheren Festsetzungen bei Überschreiten dieser Aze aus dem 
Gebiete von Grofsen mit negativ reellem und imaginärem Bestandtheil 
um 2jc wächst. Setzt man aber den Logarithmus mit Hilfe der Po- 
tenzreihen fort, so kommt man bei dem Überschreiten des negativen 
Theiles der Abscissenaze in das Gebiet eines nächsten Zweiges etwa 
aus dem des n**" in das Gebiet des (n — 1)*®" Zweiges. 

Da der Übergang von einem Zweige in einen anderen auf geschlos- 
senem Wege nur möglich ist, wenn der von dem Wege begrenzte 
Bereich eine singulare Stelle enthält, so kann die Fortsetzung des 
Logarithmus von einer Stelle a aus zu keinem anderen Werthe in a 
führen, sofern der bei der Fortsetzung eingehaltene geschlossene Weg 
die Stelle o; «s oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Stelle od 
nicht umschliefst, selbst wenn man dabei aus dem Gebiete eines Zweiges 
in das eines anderen und dann wieder in das des ersten gelangen sollte. 
Ein geschlossener Weg um die Stelle Null, der aber die negative Ab- 
scissenaze mmal im Sinne der wachsenden und nmal im Sinne der 
abnehmenden Grofsen i^q überschreitet, führt zu dem um 

vermehrten ursprünglichen Functionalwerthe, der dem (m — n)*®° Zweige 
angehört, wenn der Hauptzweig der nullte heifst. 



*) Eb ist besonders der Hauptwerth von 

log 1 = 0, log(— l) = t«, log« = l, logc"=-n 

log i = Y «■« , log (— t) = — -g- »«» log c' = x. 
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Es ist noch interessant^ die Beziehung der in dem einzelnen 
Zweige befindlichen Werthe des Logarithmus zu den Variabelnwerthen 
aufzusuchen, wie sie bei der geometrischen Betrachtung sich präsentirt. 

Wenn man in y = log x x alle möglichen Werthe beilegt, so 
werden die zugehörigen t/ -Werthe eines Zweiges nur einen Parallel- 
streifen in der j/- Ebene ausfüllen, und zwar entsprechen den unend- 
lich vielen Werthen des Logarithmus an einer Stelle x unendlich viele 
Punkte yy die in den unendlich vielen Parallelstreifen homolog liegen. 

Einem Kreise | ^ { = r entspricht in dem einzelnen Streifen eine 
Folge von Punkten gleichen reellen Bestandtheiles usw. 



§ 48. Die aUgemeine Potenz. 

Den bisher behandelten Functionalgleichungen 

f{x) .f{y)= fix + y) , fix) + f(y) = fixy) 
in der Form sehr nahe verwandte sind die folgenden 

m -m = fio^y) . fix) + fiy) = fix + y). 

Wir wissen bereits, dafs es analytische Functionen mit einer der 
hier ausgesprochenen Eigenschaften gibt, denn die ganzzahlige Potenz 
a" genügte nicht allein der Rechnungsregel 

sondern es war andererseits 

und ferner ist f ==> ax eine analytische Function, welche der zweiten 
Functionalgleichung genügt, denn es ist . 

ax '\' ay ^= a{x + y). 

Suchen wir zunächst die allgemeinste Function, welche der zweiten 
Gleichung entspringt, so haben wir anzusetzen, dafs einmal 

00 

fix) = ^''''(^ ~ ^o)' 
ist. Doch weil fiO) = sein mufs, existirt auch eine Entwicklung: 

und nun gibt die Substitution in die Functionalgleichung die Identität: 



00 OD OD 



v=zl » = 1 V = l 

Da die hier nothwendigen Beziehungen 

c^+CH-i (^ + ^y+a^2 ("t^)''' + ""' (1/ = 1, 2, . . .) 

Bierrnftnn, Fnnotionentheorie. 19 
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lehren ; dafs nar c^ yod Null verschieden sein kann, haben wir bereits 
die allgemeinste Function der verlangten Art in f(x)^^ax angegeben. 

Für die der ersten Functionalgleicfaung genügende Function er- 
geben sich zunächst die folgenden Eigenschaften: 

A(^)-/(i)-Ai) = i, fO-m' 

f(x, . «i . . . «,) -= /"(a?,) ./"(ajj) . . . f{Xn), 

WO n ganzzahlig ist. 
Setzt man 

00 



l— « 



» = 

und bildet 



fix) = f(x, + (X- X,)) = f{x,).f(l + ^p*») 



^0 

00 



==/•(..,) 2"«' ^»(*;"')'' 



» = 



so wird für x =^ Xq ao = l, und wenn man wie früher avXl = Cv und 
für -^ a; setzt, wird 

Xq 

00 OP 

/•(l + x) = l +2c,a;' und /-(a;) = 1 + ^c^C« — !)'• 

Weil endlich 

fa + x + y) = f{\ + a;)./-(l + ^) 
ist; besteht die Beziehung: 

1 +!«.(. + «■ - (i + 1 ^-) • (. + 1 .. ^) 

und hierin ist der Coefficient von y* linkerseits 



cA 1 



+2 '^'^') • (i + (~r) ^ + (T) ^' + 



oder bis auf den Factor Cy 



Damach wird 
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e,-,. (^ t ') = <'^ - t) 



Schreibt man wieder anstatt c^ c, so geben diese Beziehungen für 
1/ sa 1 der Reihe nach die Formehi : 

c(c-l) c(c-l)(c-2) 
^2= -1-72-' ^3 T-Xs 

c(c~- 1) (C — 2) ._^. (c — ^ + 1) 

C^ — r.2'.3" ~> 

Diese Ausdrücke, welche wieder aus c so zusammengesetzt sind wie 
die BinomialcoefficienteU; auf dafs wir 

setzen können, erfüllen die früheren Gleichungen mit einem beliebigen 
Werthe v identisch, d. h. die Coefficienteu sind bereits allen Forde- 
rungen gemäfs bestimmt. — 

Das verlangte Functionenelement lautet nunmehr: 



f{x) = i+^[l)ix-iy 



und es ist auch: 



/•(l+x)=2(^)ar' 



»=0 



und in der Umgebung einer Stelle Xq besitzt f(x) die Darstellung 

wo nun I ^ I für 1 gesetzt ist. 

Weil /"(l + x) für ganze positive und negative und auch für ge- 
brochene Zahlengröfsen c gerade mit {[-{-xy übereinstimmt, bezeich- 
net man die hier definirte Function allgemein mit 

/•(l + ic) = (1 + xy und fix) « x' 

und nennt sie die allgemeine Potenz, In diesem Zeichen lautet die 

Functionalgleichung 

x'.i^^ixyy. 

Zur näheren Untersuchung der allgemeinen Potenz bringen wir die- 
selbe mit dem Logarithmus in nahe Verbindung. 
Indem man die Gleichung 

/'W/(y)-r(^-y) 



19 



« 
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logarithmirt, d. h. 

•og {f{x).fm = \ogf{x) + log f{y) = log f{xy) 

bildet^ — was functionentheoretiscli keiner Erläuterung mehr bedarf, 
da man in einer convergenten Potenzreihe die unabhängige Variable 
durch eine Potenzreihe in einer neuen Variabein ersetzen darf, — so 
erseheint logf(x) als eine Function, welche der Fundamentaleigen- 
schaft des Logarithmus theilhaftig ist. Man kann deshalb 

logf{x) *= ^(a;) c« clogo; 
und 

f{x) = e«i^8« 

setzen, wo unter log o; zunächst der Hauptwerth des Logarithmus von 
X zu verstehen ist. Die Function f{x) genügt der Differentialgleichung 

wobei a; = 1 und f{x) = 1 zusammengehörige Werthe sind. Diese 
Differentialgleichung kann man durch die beiden nachstehenden er- 
setzen : 

dx j dy 

dt =- ^ """^ dt- = «y 

und dann hat man t => x = 1^ y ^= l zuzuordnen. 
Für ganzzahlige Werthe von c gilt 

f(x) = e»»iog« «- (eiogzjm «^ ^ 

d. h. f(x) wird eine ganze rationale und eindeutige Function. Gibt 
man log x irgend einen seiner Werthe 

Loga; + 2n3ri, 
so bleibt e»»»Jo«r« immer ungeändert, weil e^m«««-- j jgt^ 

In dem allgemeinen Falle schreiben wir f{x) auch als eine Potenz 

f(x) = x', 
deren Ableitung 

dx 
ist, und verstehen unter x^ umgekehrt diejenige Function, welche in 
der Umgebung der Stelle Xq die Darstellung zulä(st: 






»•-V^l 



'(^y)' 



Ordnet man diese Reihe nach Potenzen von {x — Xq)j so findet man 
wieder die frühere Potenzreihe 



''--.•5(;)(^)' 



M = 
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und diese wird gewifs so lange convergiren, als 

X — Xn\< \xJ. 



Die allgemeine Potenz hat demnach auch die singulare Stelle 
a;=0. Ist c eine ganze negative Zahl — m, so wird o:-"» die aufser- 
wesentlich singulare Stelle x ^^0 besitzen , aber sonst überall regu- 
lären Verhaltens sein. Ist c eine rationale gebrochene Zahlengröfse - - , 
die auf keine kleinere Benennung zu bringen ist^ so wird 

fn m - 

^/ \ r -log» 

n deutig; denn wenn man für log o; der Reihe nach alle Werthe setzt, 

—1 t — 

so kann man neben dem Hauptwerthe der Potenz: e* «^ri;** nur 

die weiteren (» — 1) verschiedenen Werthe: 

e« a;" (ä = 1, 2, . . . w— 1) 



auffinden, indem 



— ${k+n)ni -ikni 



ist. Der Functionalgleichung zufolge ist 



(-)"- 



m 



and darum ist x^ auch als die durch die algebraische Gleichung 

yn — /pm 5^ 

definirte algebraische Function y mit der (w — l)fachen Verzweigungs- 
stelle X = aufzufassen. 

Haben in dieser Gleichung m und n den gemeinsamen Theiler h 
und ist n a» i/ifc; m ^= [nTc, so hat die algebraische Function wohl n 

(4M. \ t A 
— f Potenz von x nur v Werthe, man darf daher 

— wie wir schon früher sahen — die n*® Wurzel aus der m^®° Potenz 
von X nicht ausnahmslos als gebrochene Potenz hinstellen. 

Wir geben hier gelegentlich die n Lösungen der Gleichung 
oder die n Wurzeln aus der Einheit an. Sie lauten offenbar 

Ifi n /> f^ ^ H 

oder 

cos — - + i sin — - (Ä = 0, 1,2,...« — 1) 

2xni 

und sie sind als Potenzen einer einzigen ex = e ^ darzustellen, wo 
X und n relativ prim sind, indem 
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n-l 



verschieden aasfallen und die n*^ Potenzen dieser Gröfsen offenbar 
den Werth Eins annehmen. Wäre nämlich 






und hierin i'j und i/j -{-v^ kleiner als n, so raüfste fj = 1 sein, und 
das ist nach den über x und v^ gemachten Festsetzungen unmöglich. 
Man nennt eine solche Wurzel «, eine primitive n'* Einheitswurzel. 

Ist endlich in der Potenz af c eine irrationale oder complexe Zah- 
lengröfse, so wird die Potenz unendlich vieldeutig, denn den zwei zu 
einem Werthe von x gehörigen Werthen des Logarithmus von x: 

log X '\-2m7ti und log x '{'2n7ti 

entsprechen verschiedene Werthe 

indem in 

c{m — n) keine reelle ganze Zahl sein kann. 

Ist c eine beliebige Gröfse, deren absoluter Betrag gröfser wird 
als irgend eine vorgegebene Gröfse, und bildet man 



SO ist in dem Giltigkeitsbereiche dieser Identität der absolute Betrag 
der Summe 

für unendlich grofse c kleiner als jede beliebig kleine vorgegebene 
Gröfse und daher kann man setzen: 



(('+!)') -^- 



C=ao 



Wenn wir bei jedem Werthe von m 

gm log a --- ^glog a\m = ^m 

setzen können, wollen wir auch die Exponentialfunction e^^ auf die 
Form einer Potenz a* bringen. Indem wir c = log a setzen, wird 

gioga.»^ a* 

und die diese Function definirende Reihe lautet: 



1 4_ ^'^g^ I (a? log g)' , 
■• 1 '21 "r • • • 
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und die Ableitung ist: 

da* , 

— - =s log a.a^ = ce***. 

Für den Logarithmus von a darf man jeden beliebigen Werth seiner 
Werthe wählen, daher wird die Exponentialfunction a* erst bestimmt 
sein^ wenn loga festgesetzt ist. 

Werfen wir noch einen Blick auf die Umkehrungsfunctionen der 
Functionen y =» sina;^ coso;, tg^> cotgrt:, die als rationale Functionen 
der Exponentialfunction eingeführt waren, so ist klar, dafs jene als 
Logarithmen algebraischer Functionen von y erscheinen müssen. 

Es war z. B. 



y = tg a; = 



und weil nun 



'1 + 6^-' 



^ix = i-My 



1 — iy 

ist, wird 

Bemerkt man, dafs neben 



log(l+0) = Vi^^;!^ 

die Darstellungen 

gelten, so folgt für die Umkehrungsfunction der Tangente von x in 
der Umgebung der Stelle y = die Darstellung : 

^ 3 ' 6 7 • 

Die durch dieses Element definirte Function, die Arc/mtang&nte 
von y heifst, ist unendlich vieldeutig und zwar gehen alle Werthe aus 
einem ersten hervor, indem man diesen um ganze Vielfache von % 
vermehrt. Da arc% y der Differentialgleichung genügt 

dx 1 

^y ~ i+y' ' 

wobei t/ = und rc «= zugeordnete Werthe sind, wird diese Func- 
tion überall regulären Verhaltens sein aufser an den Unendlichkeits- 
stellen von (1 + y^""* , d. h, an den Stellen y = +f. Dasselbe Re- 
sultat ergibt sich aus der Bemerkung, da& 

arctgy = i-tlog([^) 

an denjenigen Stellen nicht regulär ist, für welche das Argument des 
Logarithmus verschwindet oder unendlich ist. 
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Für arctg y mufs sich deshalb in der Uragebung der Stelle y^=oo 
eine Entwicklung angeben lassen, die nur positive ganze Potenzen von 

( — ) enthält. Das ist wirklich der Fall, denn wenn man 

arctg y = ] i log I ^^^f-" 1 = T + 1 * '^8 ( ^^^ 

m 

setzt, wo -~ der dem ( — iy*° Zweige angehörige Werth von - log (—1) 

ist, so führt die Anwendung der früheren Formel für log(r^^ zu der 

Darstellung: 

. « / 1 11,11 \ 

Zieht man nun die Umkehrungsfunction von 

, .e*''+l 

y _ cotga;- ^2.^];-. 

die Arcuscotangente von y, in Betracht, so findet man mit Hilfe der 
Gleichung 

^ iy + i 

arccotgy = ^log(^y^;) = -f - { ^og{\-^), 

wo ^ den Hauptwerth von -;-r log (—1) bezeichnet. Jetzt folgt die 

Beziehung 

arctg y + arc cotg y = y , 

deren entsprechende für die Umkehrungsfunctionen des Sinus und Co- 
sinus schon oben abgeleitet wurde. 

Wegen dieser Relationen, denen die Gleichungen 

sin X = cos (y — ^) > cos a: = sin \^- — xj 

igx = cotg(^ — x), cotg X = tg(* — oo) 

zugehoren, haben wir nur nöthig die Umkehrungsfunction je einer der 
Functionen sin und cos oder tg und cotg zu untersuchen , die unter dem 
Namen der trigonometrischen Functionen zusammengefafst werden. 

Für die Function arctg y sind die Stellen ys==-|-i^ — % Verzwei- 
gungsstellen, und in dem durch diese Ausnahmsstellen begrenzten Con- 
tinuum ist die Function durchaus stetig, nur der einzelne Zweig wird 
aufser diesen Stellen längs einer von -f-^ i^ach — i führenden Linie, 
welche nicht zwei oder mehrere Continua vollständig begrenzt, unstetig 
sein, derart, dals der Functional werth des Zweiges bei Überschreiten 
dieser Linie um die Gröfse n wächst oder abnimmt. 
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Bei der hier genannten Linie, welche der von der Stelle Null 
nach — oo fährenden ünstetigkeitslinie des Zweiges des Logarithmus 
entspricht, haben wir einer grofsen Willkür Raum gelassen, da man 
— wie früher hervorgehoben wurde — auch die ünstetigkeitslinie des 
Logarithmus verschiedenartig wählen kann. 

Die Umkehmngsfunction von 

y= sina; = -g^C^' — er-*»), 

für die wir schon ein Element aufgestellt haben , läfst sich wegen der 

Gleichung 

e««* — 2iy e»» — 1 = 
durch die Formel 

X = arc sin y =5 — % log {iy + ]/l — y^) 
definiren. ~ 

Da wir die algebraische Function iy + j/l — y^ und den Loga- 
rithmus vollständig kennen gelernt haben, sind wir auch im Stande, 
die neue Function arc sin y zu untersuchen. Wir stehen davon ab 
und verweisen auf eine ausführliche Darlegung ihrer Eigenschaften in 
Thomae's Functionentheorie auf Seite 102 ff. 

§ 49. Der Cosinns und Sinus ganzzahliger Vielfacher 

des Argumentes. 

Wir wollen an die Untersuchung der allgemeinen Potenz die Ab- 
leitung einiger späterhin nothwendiger Ausdrücke für 

cos nx und sin nx 
anschliefsen. 

Da 

gnast __ cQg f^x + i siu X «« (e*«)* = (cos a: + i sin x)* 
^^nxi __ cQg ^/p _ i gin ^ -=3 (ß-««)» n= (cos X — * sin xy 
ist, wird 

cos no; = ((cos a; + i sin x)^ + (cos x — i sin x)"") 

sin nx = .((cos x -{- i sin x)^ — (cos x — i sin x)^). 

Bezeichnet n irgend eine endliche Zahlengröfse, so kann man 

cos" X 

• ■ 

und in dem durch die Bedingung |tga?| <1 definirten Bereiche 

um die Stelle o? = in eine Potenzreihe nach Potenzen von tg x ent- 
wickebi, denn daselbst wird man die in den Ausdrücken: 

cos wa; = — cos'»a;((l + i tg a;)* + (1 — i tg a;)») 
sin nx = -co8*a;((l + itg x)^ — {l — itg x)^) 
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auftretendeu n*°" Potenzen der Binome 1 + i tg a? in der genannten 
Weise darstellen können. Weil tg ^ ^s 1 ist, sobald 



siu X = cos (y — a?J = cos x 



wird, so sieht man, dafs a; = +^ ^^® ^®^ Stelle a; == nächstlie- 
genden Stellen sind, für die die in Rede stehende Darstellung zu ex- 
istiren aufhört. 

Setzt man voraus , dafs n nur eine ganze Zahl sei, so werden 
cos nx und sin nx als rationale Functionen von cosrc und sin nx aus- 
zudrücken sein, und zwar gilt: 



cos nx = cos* 



^ ~" (2) ^^s"""*^ sin^a; + (^ j 



cos*~^a; sin^a: — • • • 



+ sin* X 



+ 



i±(»-.) 



cos X sin"~*a; 



+ 



lin nx = ( 1 ) cos*~^a; — ( 3] cos»-^a; sin^a; + (5) co8»~^a; sin^a; — 

"F (w — 1 ) ^^^ ^ sin*-ia: 
+ sin* x , 
je nachdem n ^= 0, 2, 1, 3 (mod 4) ist. 

Ersetzt man cos^ x durch 1 — sin^ x, so erhalten diese Formeln 
die Gestalt: 

cos nx = cos 2vx = (1 — sin^ ^)'' "~ (2 ) (^ "" ®^°^ ^)'~^ si^^ ^ + 

nx = cos(2v-|-l)a; = cosa; (1 — siii^a?)* (2 )(1 — sin'a;)•^*sin^a: + 
4. /^ j\ (l__8in2:c)*-«sin*a; |-(-^)'L^i)sin"-^^] 

in nx = sin 2vx = cosa; ( j j (1 — sin^aj'/^^sin x — 

— {^ (1— sin^a:)^-«8in3a; H f- (- 1)""' (^ ^ ^)sin*-ia;1 

iuwa;=sin(2f + l)^==(l)(l"~si'i'^^)''sina; — (3J(1— sin*a?)*-^sin^a;-|- 
• • • + ( — 1)* 8in*a;. 

Entwickelt man die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von sin x^ 
ersetzt aber den Binomialcoefficieuten 



cos 



sm 



sin 
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(--«) dn„h (^), 



SO kann man den Coefficienten von ( — 1)^ sin^-" x in dem Ausdrucke 
für cos 2vx auf die folgende Form bringen: 

n(»*-2)...(n— 2a+2) ["(2^ ~1) ( 2/[t — 3) . .. 3.1 , (2/* — 1) (2|i* — 3) . . . 8 n— 1 
1.3...2i* — r L 2.4...(2ft-2)2/t ' 2.4 . . . (2/ü — 2) 2 

■ (2]^— t)(2<[t-.H)...5 (n — l)( n — 8) , , (w--l)(n~3). . . (n — 2J^ + l)^ 

' 2. 4... (2^-4) 2.4 "T • • • i" 2.4.. .2^" " J 

und wenn man in der Klammergrofse für (2fi — 1) a und für (n — 1) 
h schreibt, erscheint diese in der übersichtlichen Gest-alt: 

q(a — 2). ..( a — 2 |n+2) , a (a— 2) . . . (a— 2 |tt+4) b , o(a- -2)... (a -2ii+6) 6(&-2 ) 
2.4.I.'"2i* •" 2.4...(2fi — 2) 2 "^ 2.4. . . (2|i* — 4) 2.4" 



?L ^(^ — g)---(^ — ^1* + ^) I fe( &-~2)...(&--2itt+2) _ 
2 2. 4... (2/4-2) "T -^ 

(a+6) (o+ & - 2) . . . (a+&— 2^+2) 



"*'''''' 2 2.4. ..(2/4-2) "^ 2.4. ..2/4 



2. 4. ..2/4 

Die Anwendung dieser von Gauchy benützten HilfsformeP), die man 
leicht bestätigen kann^ führt auf die Darstellungen: 

o 1 w' • 2 I »*(«'— 2«) . , n»(n«-2«)(w«~4*) . « 

COS na; = co8 2vfl: = 1 — ^sm^a^H — ^— r; — ^sm'^ii; ^ —^ sm^a; 

2 1 '4! 6! 

+ ... + (_ i)Tn'(n«-2.)..^(n.-(n-2)^ ^j^, ^ 

cosna;«=cos(2i; + l)^= cosa; 1— — -j-^8in2a; + - iVr sin*a; — 

. o r»» • n(n«— 2«) . , , n(n«— 2«)(n«~4«) . e 

mno; == sin2i;a; = cosa; rsina;— - - , — ^sin^a;4- r. ^sin^a; 

LI 3! ' 5! 



Sin 

»—2 



h (-1) * (n^i)\ ^ sm*-ia;J 

• /o I i\ »» • n(n«— 1«) . - , n(n«— l«)(n«— 8«) . e 

smna; = sin(2v+l)^= ySina; ^-^^ — ^sm^a;+ -^ t? ■ sin^a; — 



n— 1 



I f ,N ?-n(n»-l«)(n«~3«)...(n«— {n-2)«) ., 

Setzt man an Stelle des Argumentes x (^ — xj ein und be- 
merkt, dafs 



^) Siehe Algebraische Analysia (deutsche Ausgabe von C. Itzigsohu) 
Cap. 4 § 3. 
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cos 



2v(-|- — a;) = (— 1)» cos 2vx, 

cos (2v + 1) (-^ _ «) = (— 1)* siu (2v + \)x, 

sin 2 V (-| a;) = (— IjH-i sin 2va;, 

sin (2v + 1) (-^ — ») = (— 1)' cos (2v + l)a! 
ist, so erhält man noch die Formeln: 

(— 1) 2 COS nx = ( — 1)* cos 2 va; = 1 ~ ^ <508^ ^ + ^ ^7 — ^^^* ^ "" 

^ 6! ^ X + ' ' ' 



n-l 



(— 1) * COS na? = ( — l)*cos(2i/ + 1)^ 

= sm a; 1 ^r— cos^a? + ^^ cos* a? 

fi+2 

(— 1) « sin wa;= (—1)^-1 sin 2i/a; 

= Sin a? Y cos x —^^ — ^ cos^ a^H — ^ -^ cos^a; 

fi—i 
(— 1) « sin nx = (— 1)* sin (2t/ + l)x 

— ^^ ^cos^a;4--^ ^t^^ ^cos^a; — • • • 



Man sieht also, dafs cos 2i/a; und sin (2i/ -f- 1)^ ^Is rationale 
Functionen von cos x oder sin x allein darzustellen sind. Das Um- 
gekehrte findet nicht statt; vielmehr ergibt sich cos x und sin x aus 
den Gleichungen als die Wurzel einer Gleichung n^^^ Grades, die wir 
später angeben werden. 

Anhang. 

In diesem Capitel sei nur noch einer wichtigen Reihe Erwähnung 
gethan, welche eine analytische Function definirt, die alle durch 
unsere Functionalgleichungen bestimmten transcendenten Functionen: 
die Exponentialfunction, den Logarithmus und die allgemeine Potenz 
umfafst. Diese Reihe lautet: 

45W = -»• + Yy^"*""i.2 y(/+f)^-»" " 1.2.3 y(y"+i)(y'+2)^ ^ 

H ^ ^a^x% 



» = 



wo die Constanten a, ß, y der Bedingung genügen müssen, dafs die 
Gröfsen 



a. 



a 



»+i 



(i; = 0, 1,2...) 
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nicht unter jede angebbare Grofse herabsinken, denn andernfalls hätte 
die Potenzreihe keinen Convergenzbereich. 

Bezeichnet man die durch das angegebene Element definirte ana- 
lytische Function mit 

so wird zunächst bei unendlich grofsem \ß\ 

denn der Coefficient von -y, nämlich {ß [ß -{- I) . . . (/J -|- v — l) ß-*) 
wird Eins. Ferner ist 

log(l + a;) = a;F(l,l,2,-a5) 

{l+xy = Fi-a,ß,ß,-^x) 

USW. Die Frage nach Functionen bestimmter Art, die in F{a,ß,y,x) 
enthalten sind, z. B. den algebraischen Functionen , und eine solche 
ist ja bereits bei geeignetem a in (l-f-^)^ angeführt, stellt man pas- 
send dort, wo F{cc^ ß^y, X) durch eine übersichtliche Functionalglei- 
chung definirt ist, in die vielleicht auch die Ableitungen von y nach 
X eintreten. Man wird also zur Untersuchung der Function F{a,ßyy,x) 
besser daran thun, wenn man an der Hand des Elementes zunächst 
die Differentialgleichung aufsucht, welcher dieselbe genügt. 
Bildet man die Ableitungen: 

^^^a-^^F{a+l,ß+l,Y + l,x) = alF, 
und allgemein : 

fj=a(a+i)...(«+«-i);[;j;;;::fg=|]i^(«+«,^+«,,+«,.). 

so findet man leicht die von Gaufs angegebene Beziehung zwischen 
F, F^ und F^ bestätigt: 

y{y + l)F-{y+l){y-{a + ß+l)x)F,^{a+l){ß+\)x{l-x)F,==0 

und wegen dieser Identität besteht für y die Differentialgleichung: 

dx^* x{i — x) dx x{l — x)^ ' 

die nach der Substitution ~ = y^ durch das canonische System zu 
ersetzen ist: 

|? = a;(l-ir), ^ = x{l — x)y^, 

^di = (y - (« + i» + ^)^)y^ - ^ßy> 



302 Pünfteg Capitel. 

dem man nun leicht die singulären Stellen für jede particuläre Tnte- 
gralfunction, die von der Zuordnung der Anfangswerthe von x, y, y^ 
zu ^ = abhängt, entnehmen kann. Man sieht , dafs y als Function 
von X überall regulären Verhaltens sein wird, ausgenommen an den 
Stellen x^=Oy 1, oo, wenngleich daselbst für besondere Integralfunc- 
tionen y auch convergente Potenzreihen: 

existiren können, wobei die Grofsen a, , ofj, a^ nur specielle Werthe 
haben dürfen.*) 



*) Es ist hier nicht der Baum , diese wichtige Differentialgleichung zu unter- 
suchen, ich verweise deshalb den Leser auf die Originalabhandlungen von: 

Gaufs: Disquisitiones generales circa seriem infinitam. 

Biemann: Beiträge zur Theorie der durch die Oaufsische Beihe F{a,^^y,x) 

darstellbaren Functionen (ges. Werke). 
Schwarz: Zur Theorie der hypergeometrischen Beihe (Journal für reine und 

angewandte Mathematik Bd. 75). 
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Darstellang der eindeatigen analytisclieii Functionen einer 

Veränderlichen. 



§ 50. Einleitung. 

Darstellung der ganzen transcendenten Function durch Froduote. 
Darstellung jeder Function mit einer wesentlich slngulären Stelle. 

Eine eindeutige analytische Function einer Veränderlichen mit 
blos aufserwesentlich singulären Stellen war stets als Quotient ganzer 
rationaler Functionen darstellbar; eine eindeutige Function ^ die im 
Endlichen überall regulären Verhaltens ist und die einzige (wesentlich) 
singulare Stelle oo hat; konnte man durch eine beständig convergente 
Potenzreihe definiren usw. 

Darnach liegt die Frage nahe, ob man auch die arithmetische Ab- 
hängigkeit des Werthes einer eindeutigen Function von dem Werthe 
der Variabein angeben kann ^ wenn für die Function singulare Stellen 
in beliebiger Anzahl vorgelegt sind. 

Diese Frage ist für die neuere Functionentheorie charakteristisch, 
indem sie zwischen dem Eul er 'sehen Functionenbegriff, der mit dem 
Begriff des arithmetischen Ausdruckes zusammenfällt, und dem von 
Cauchy auf die Stetigkeit gestützten Begriff einer Function vermit- 
telnd eintritt ; sie definirt die analytische Function durch ein System in- 
einander fortsetzbarer Potenzreihen und lehrt hinterher, wie man den 
arithmetischen Ausdruck einer solchen Function einheitlich bestimmt, 
wenn ihre Unstetigkeitsstellen gegeben sind. 

Die Grundlage für die Beantwortung der betreffs der eindeutigen 
Function einer Variabein gestellten Aufgabe bietet die Darstellung der 
ganzen Function mit unenendlich vielen Nullstellen als Product von 
Factoren, die nur an einer Stelle verschwinden und die Darstellung 
einer Function mit unendlich vielen singulären Stellen, die eine Grenz- 
stelle c haben, als Summe von Functionen, deren jede aufser au der 
hier auftretenden wesentlich singulären Stelle c nur an einer der ge- 
gebenen Stellen irregulären Verhaltens ist. — 
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Bevor wir aber die Bestimmung einer ganzen rationalen Function 
mit vorgeschriebenen Nullstellen ai, a2y • . . a» und einem bestimmten 
Werthe A an einer von den a, verschiedenen Stellen Xq in der Form 

n 

auf den Fall einer ganzen transcendenten Function ausdehnen , für die 
unendlich viele Nullstellen vorgegeben sind, müssen wir einige Be- 
merkungen über unendliche Producte analytischer Functionen fr{x) 
vorausschicken. 

Angenommen; dafs jede der Functionen fv{x) auf die Form ge- 
bracht sei: 

1 + ^r{x), 

so wissen wir, dafs 



F(x) = 7J(1 + q>,{x)) 



v=l 



nur dann an einer Stelle Xq convergirt, wenn auch 



00 



v=l 

endlich ist. Damit also das Product eine Bedeutung habe, ist noth- 
wendig, dafs die Functionen (pp{x) einen gemeinsamen Convergenz- 

OD 

bereich besitzen und^^ 9>v{^) wenigstens in einem Theile dieses Be- 

reiches convergirt. Wir sind aber nicht im Stande zu zeigen, dafs 
das Product eine analytische Function darstellt, wenn wir nicht auch 

OP 

annehmen, dafs diese Summe y'^ <Pv(^) in einem Bereiche {Ä) gleich- 

mäfsig convergirt. Dann aber convergirt das Product gleichmäfsig, 
ist daselbst stetig und definirt eine analytische Function; d. h. man 
kann dann nach Annahme einer Gröfse b eine solche ganze Zahl n 
finden, dafs der absolute Betrag des Productes 

in + TO X 

lJf,{x) und ]~lfr(x) 

für jedes m' und ein w > w und jede Stelle des Bereiches (A) von 
Eins um weniger abweicht als s anzeigt, und ferner wird i^(a?) in ge- 
wisser Nähe jeder in dem Bereiche (A) liegenden Stelle a der Bedingung 

\F{x) ^ F(a)\ < 6 

genügen und endlich durch eine Potenzreihe darstellbar sein. 
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00 



Obwohl die gleichmäfsige Convergenz einer Reihe ^^ 9»(^) noch 



r=l 



nicht die der unbedingten Convergenz nach sich zieht, womit nicht 
behauptet ist^ dafs wirklich gleichmäfsig convergente Reihen existiren, 
die nicht auch iftibedingt convergent sind, setzen wir bei dem Beweise 
voraus, dafs diese Reihe gleichmäfsig und unbedingt convergire. 

Dann kann man ein n so angeben, dafs nicht allein für jedes 
w > n 



oo 



2 9''(*) 



OD 



vz=m 



< d, sondern auch y, \<Pv{^)\ <• * 
wird. Bezeichnet man hierauf 

JJ(1 + ifrix)) = 1 + S„ und JJ(1 + 1 9,(a;) I ) = 1 + S,;; 
(wo die |9if(^)| < 1 seien), so wird 



oo 



9z=:m 



OD 



JJ(1 + 9»(a;)) 



»=11» 



= |l+Sml<l + |Sm|<l+Sm 



00 



=17(l + l9"(«)l)< 



V=::m 



OD 



(«) 



v=im 



und man sieht, dafs unser Product wirklich unbedingt und gleich- 
mäfsig convergirt» Dasselbe definirt aber auch eine analytische Func- 
tion, denn wenn man 

l + g>v{x) durch e9'.(*)-i9,'(*)+|9/(a.)-..._ 

ersetzt und beachtet, dafs keine der Functionen ifv^x) in dem Bereiche 
{Ä) einen gewissen angebbaren Betrag g überschreitet, so ist 

00 00 00 

2" 9*(a') ^»(a?) ^2 l9>*(»)^*(^) I < 9^ 1 9*ix) \ , 



f^m 



y=m 



i':=m 



und weil ^, q>v{x) eine analytische Function darstellt, mufs auch 
^9?y(a;)^,(r») und 

eine analytische Function definiren und darstellen. 

Nach diesen Vorbemerkungen denken wir eine ganze transcendente 
Function gegeben, die unendlich viele Nullstellen besitzt (wie z. B. 
sin X oder cos x) . 

Innerhalb eines endlichen Bereiches kann nur eine endliche An- 
zahl von Nullstellen liegen, — wobei wir eine Nullstelle als wfach 



Biexmann, l'unctioneutheorie. 



20 
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zählen ; wenn die Function nebst ihren ersten n— 1 Ableitungen da- 
selbst verschwindet, — denn andernfalls gäbe es eine Grenzstelle, in 
deren Umgebungen unendlich viele Nullstellen enthalten wären und 
die ganze Function müfste identisch Null sein. 

Ebensowenig wird irgend eine eindeutige Function in einem end- 
lichen Bereiche, der keine wesentliche singulare Stelle umfafst, an un- 
endlich vielen Stellen denselben Werth Ä annehmen. Damit leuchtet 
ein, dafs man die Nullstellen einer ganzen Function G{x) 

1 f 2 } • ■ * ^v • • • 

stets den Bedingungen gemäfs ordnen kann: 

|a^i| > |ar|, lim \ch\ = oo. 

»=00 

Ist nun eine solche Reihe von Stellen gegeben, so fragen wir, ob 
es stets eine ganze transcendente Function gibt, welche an diesen 
Stellen verschwindet. 

Diese Frage wird man unbedingt bejahen müssen, aber es wird 
sich herausstellen, dafs die ganze transcendente nicht so wie die 
ganze rationale Function blos bis auf eine Gonstante, sondern bis 
auf eine im Endlichen nirgends verschwindende ganze Function be- 
stimmt ist. 

Wir wollen zunächst an einem Beispiel ersehen, um was es sich 
bei Construction einer Function mit vorgegebenen Nullstellen über- 
haupt handelt und zwar an demjenigen, welches Herrn Weierstrafs 
den Schlüssel zur Losung gegeben zu haben scheint. Die Reihe der 
Nullstellen sei 

dann kann das Product 

CO 



no + v) 



»=o 

oo 



nicht convergent sein, weil ^, — divergirt. Bildet man aber nach 

»=i 
Gauss' Vorgang das Product: 



«• ^A ^ 



^C^')C^f)...0li).O+x)-, 
(' + 4-)' + i)' O + i) " 
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UDd stellt man den einzelnen Factor in der Umgebung der Stelle o; = 
durch die Potenzreihe dar: 

WO \Xr\ bei hinlänglich großen Werthen von v beliebig klein zu 
machen ist^ so wird 

lim W{n, X) =27(1 + ^) (l + jrT' ' 
und nach der Substitution: 

(i+-i)-'=r ""('■'') 

wird 

Dieses Product convergirt in einem endlichen Bereiche um die Stelle 
X ^=^0 unbedigt und gleichmäfsig, denn die Summe 



00 



21^ 



+ ^. 






kann kleiner gemacht werden als eine beliebig kleine Gröfse d. 
Bringt man noch die Summe 

mit den ersten n Gliedern der harmonischen Beihe in Vergleich und setzt 



n 



n n 



n 

^=1 v=l 



" *. 






r=l 



WO Sy eine positive Gröfse kleiner als Eins ist; auf dals 

OD _ 00 

c = lim Cn =2 ^ zugleich mit ^ ^ 

n=x y—i y—l 

convergirt, so kann man auch bei unendlich grofsem n 



n n 



und hierauf 

00 X 

V 



lim W{n, X) = ^'Yli} + v) ' ^ 



setzen. 

20 • 
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Dieses Product ist bestandig convergent und definirt eine ganze 
Function mit den vorgegebenen Nullstellen — v] sie heifst FadorieUe 
von X und wird mit Fc(x) bezeichnet. 

Die Constante c besitzt den angenäherten Werth: 

0,57721 56649 01532 86060 . . . 

und führt den Namen der Mas eher oni'schen Constanten. 

An diesem Beispiele bemerken wir^ dafs das Product ganzer trans- 
cendenter Functionen 

deren jede nur eine im Endlichen gelegene Nullstelle und im Unend- 
lichen eine wesentlich singulare Stelle besitzt, die verlangte ganze 
transcendente Function liefert , und damit ist man zu der Yermuthung 
geführt, dafs die ganze Function mit unendlich vielen Nullstellen a, 
der oben besagten Beschaffenheit als bestandig convergentes unend- 
liches Product ganzer transcendenter Functionen darzustellen sei, die 
nur je eine der Nullstellen besitzen.*) Diese Functionen 



c-t)- 



g^v(*) 



WO gv{x) eine ganze Function bezeichnet; heifsen Pnmfunctioneny weil 
sie den Primfactoren der ganzen rationalen Function entsprechen. 
Bildet man eine Reihe von Primfunctionen: 

E{x,0)^\—x, -B(a;,l) = (l-a?).c*, JE(j;, 2) = (1 -a?).e *, 

.,.E{x,m)^{l — x).e * * *" , 

und stellt mit Hilfe der in dem Einheitskreise giltigen Entwicklung 



log (1 — x) = — /, -;; — h 2nni 



und 



M^X " 



OfO 



xt^ 



l-a; = e '*=' 



E{x, m) ^ür alle der Bedingung |a;| < 1 genügenden rr-Werthe in 
der Form 

dar imd wählt für die dieser Primfunction entsprechende Function 
mit der von Null verschiedenen Nullstelle a»: 



*) Siehe Weieratrafs, Functionenlehre p. 16 u. s. f. 
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m. 



1 / « \^ 



WO m^ eine ganze Zahl bezeichnet, innerhalb des Bereiches^ wo 



— <l 



ist, die Darstellung 



00 



^(^'^-) = ^ 






X \^v + h 



so läfst sich leicht beurtheilen, wenn das unendliche Product 

X 



00 



n^"'(v'-) 



eine ganze transcendente Function mit den n^fachen Nullstellen Oy 
definiri 

Gibt man x einen Werth, dessen absoluter Betrag kleiner ist als 
{a»4.i|, so ist zunächst nachzusehen, ob in dem Producte 



cf^-Cv'-xnrct'»-) • 



der zweite Factor, der innerhalb des Bereiches 
Stellung 



X 



^«+1 



< 1 die Dar- 



-s s 



00 



e 



=^+i /u = l '^4-^ 



&) 



my+M 



gestattet, unbedingt und gleichmäfsig con?ergiren kann. Dazu ist noth- 
wendig, dafs die unendliche Summe 



OD 



00 



^. ^ ^ m^ 



X 



»nv+/* 



convergirt, uud das wird der Fall sein, wenn die Reihe von gröiserer 
Summe 



00 00 



2 2«-£ 



oder wenn gar die Reihe: 

N 



»»v+A* 



00 

2 - 



vz=n+l 1 — 



X 



X 



my+l 






ni, 



endlich ist, wo Ä den kleinsten der Werthe 1 — k' 

I * 

und N die grofste der ganzen Zahlen n, bezeichnet. 



V 



i/=l , w+2, ...) 



310 Sechstes Capitel. 

Wählt man deshalb die ganzen Zahlen m^ so, dafs die Summe 



00 



2 

»=1 






bestandig convergirt — und das ist zweifellos möglich, denn die 
durch die besondere Festsetzung m, »» i^ — 1 entstehende Summe: 



00 



9ZZl 



ist endlich — , so wird das Product 



•+1 

X 



für alle Stellen des Bereiches < 1 unbedingt aber auch gleich- 



«n+l 



mäfsig convergiren, denn nach Annahme einer beliebig kleinen Grofse 
d kann man ein i; ss n so angeben , dafs jedes Product 



CD 



G^'(i''"0 ^"'^"^ 



in demjenigen Bereiche um die Stelle Null, wo |a;|=| kleiner ist als 
ein beliebig grolser Betrag r, von der Einheit um eine Grofse g»* ab- 
weicht, deren Betrag wieder kleiner ist als d. 

Ist nämlich |a«+i| < r, so wird in dem Bereiche |j?| <r 



OD 



00 

sobald nur v > w ist, und das Product / I E^^(— , w, ) erfüllt dann 
die genannte Forderung, indem bei wachsendem n die Summe 

zugleich mit 



lim s^id/^Y^i 






unendlich klein d. h. auch kleiner als d wird. 

Das unendliche Product läfst sich aber auch durch eine äquiva- 
lente beständig convergente Potenzreihe ersetzen. 

Stellt man die innerhalb des Bereiches |a;| < \an^i\ unbedingt 
und gleichmäfsig convergente Doppelsumme 
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durch eine Potenzreihe 

dar, indem mau die gleichnamigen Glieder zusammenzieht; so werden 
in dem Bereiche \x\ < |aj| gewifs alle Potenzreihen 

^{x,v) (t;=l,2,...n+l,...) 
convergiren, und zwar gilt daselbst die Beziehung: 

doch weil die Primfunction E( — , w^ ) durch die Reihe 

-."^ ^ ( ' y^+M 

dargestellt wird, kann man 

n 



oder 






setzen. Da man hierin jede Function E als ganze Function in eine 
bestandig convergente Reihe ^r{x) entwickeln kann und der Factor 



5j(ar,ii+i) in jem Bereiche 



X 



«»+1 



< 1 durch eine convergente Reihe 



'^'(x, n'{'l) zu ersetzen ist, so wird die ganze rechte Seite in eine 
innerhalb dieses Bereiches convergente Potenzreihe ^(o;, n-f-1) zu 
transformiren sein. Der Ausdruck e~9J(»»i) ist zunächst nur durch eine 



in dem Bereiche 



X 



< 1 convergente Potenzreihe ^{x, 1) zu er- 



setzen; doch weil diese Reihe daselbst mit der Reihe ^{x,n~\-l) 
übereinstimmt, mufs sie jedenfalls in der Umgebung der Stelle Null, wo 
I ^ I < I (^n-{'i I ist; convergiren. Da wir endlich n so grofs annehmen können 
als wir nur immer wollen , so wird die Reihe ^(x, 1) für jeden noch 
so grofsen Werth von x convergiren und eine ganze Function G{x) 
definiren. Diese ITunction besitzt zufolge der Gleichung: 



r^ , _ ^ -lim^(x,»+l) 

^ n=Qo 

e 



die Eigenschaft t an der Stelle a^ mit der vorgeschriebenen Ordnungs- 
zahl n, zu verschwinden; den das Product enthält den Factor: 

(■ - 1)-- 

Wir bemerken noch, dafs 
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OD OD 



lim5p(x,«+l)-)im 2"- ^^Tm (r) 
gleich Null zu setzen ist, und sagen: Die gegebene Reihe von Stellen 

ist die Reihe von Nullstellen derjenigen ganzen Function , welche durch 
Entwicklung des Ausdruckes 



OD 



in eine Potenzreihe nach x entsteht, oder durch das unendliche Pro- 
duct 



Wy 



no-O"-'"'-'^^"^ 



dargestellt wird. Multiplicirt man G{x) noch mit x'^y so geht eine 
ganze Function hervor, die aufser den Nullstellen a, noch an der 
Stelle Null nQmal verschwindet. 

Man . Izann also stets eine ganze [Function mit vorgeschriebenen 
NullsteUen angeben ^ aber schon darum, weil die ganzen Zahlen m, 
gewissermafsen willkürlich geblieben sind, ist die Function nicht ein- 
deutig bestimmt , und ferner ist das Product einer ersten ganzen Func- 
tion Gq{x) der verlangten Art und einer im Endlichen nicht verschwin- 
denden ganzen Function 

■ 

— wo g^ix) selbst eine ganze Function bezeichnet — eine Function 
derselben Art. 

Aber umgekehrt ist jede ganze Function mit den gegebenen Null- 
stellen in der Form 



nty 



•SMSl 



G{x) == G{x) e^o(«) = effo{x)J^ (l — -—Y' e "J 

darstellbar, denn der Quotient zweier ganzer Functionen mit denselben 
n,facheu Nullstellen ist eine im Endlichen nirgends verschwindende 
und durchaus endliche, also ganze Function 

die stets auf die Form e^o(*^ gebracht werden kann. 

In der That: bildet man die sogenannte logarithmische Ableitung 
von 6r, (ic), d. i. 

dx Gl dx ' 
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so ist diese wieder eine ganze Function g^ {x) , und wenn man der 
Stelle a; = den Anfangs werth G,(0) zuordnet, wird 

Gi{x) = e^oix). 

Darnach sind alle ganzen Functionen G{x) mit den Nullstellen der 
einfachen Function Oq{x) wirklich in der Formel 

6ro(a;).e^o(«) 

enthalten, in der 6s^o^*> der äufsere Factor von G{x) heilsen möge. 

£ine ganze Function ist somit in einer der drei Formen dar- 
stellbar: 

W CD 

e^(«), x^'[J{l — -^yef^^'), x-oljE''^(~-,7n^&'^'), 

je nachdem sie keine, oder eine endliche oder unendliche Anzahl von 
Nullstellen besitzt. Wenn man die ganze Function 

in eine unbedingt und gleichmäfsig convergente Summe ganzer ratio- 
naler Functionen y»(a;) zerlegt, die f ür a? == verschwinden, und 



rrty 



^v2 i (i-Y + y^^^) mit g,{x) 

u=l ^ \ * / 



e^(o) mit ü 



bezeichnet, so wird das beständig unbedingt und gleichmäfsig conver- 
gente Product in das Product der Primfunctionen 



(l_JLV^^9r{x) 



und eines Factors C.x^ übergehen. 

Die Willkürlichkeit, die bei der Gonstruction einer ganzen Func- 
tion mit vorgegebenen Nullstellen übrig bleibt, liegt in der Wahl der 
Constanten C und gewissermafsen in der der rationalen Functionen 

9r W- — 

Eine eindeutige Function, welche überall mit Ausnahme der Stelle c 

regulären Verhaltens ist, mufs eine ganze Function von ö( ) 

sein, und diese kann nur unendlich viele Nullstellen 

1 } 2 ' * * * ^vj * • . 

besitzen, wenn die Grenzstelle der a, die Stelle c ist, oder was das- 
selbe sagt, wenn man die Reihe der a^so ordnen kann, dafs 

\ctw — c| ^ |ör-i — c\ und lim |ay — c| «= 

wird. 

Ist umgekehrt eine derartige Reihe von Stellen gegeben und nennt 

man jetzt Primfunction eine ganze Function von yzrz/'» ^^® °^^ *^ 
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einer Stelle a, verschwindet , so gibt es wiederum eine durch ein Pro- 

duct solcher Primfactoren darstellbare ganze Function G^\ _ 1 mit 

den vorgegebenen Nullstellen. 

Nimmt man zunächst an , dafs keine der Nullstellen a. Null oder 
uneudlich ist, und bildet die Primfunctionen 

entwickelt sie innerhalb des Bereiches 

a — c \ 
X— c \ 

in der Form 

_ 2 -^- (^ 
e '*— * 

und wählt die ganzen Zahlen m, derart, dafs 



OD 
»=1 



für alle endlichen Werthe von — — endlich ist, dann ist das unend- 



00 



liehe Product 

die ganze Function G-q\—-—-) der verlangten Art. 

Soll diese noch die Mq fache Nullstelle x^^O haben, so tritt der 
Factor 

hinzu, und ist die Stelle cx> Mq fache Nullstelle, so erscheint auch der 
Factor 

1 \ "o 

X 

1 r 



X c 



der für c = oo durch ( — ) * zu ersetzen ist. 

V X'^ 

Die hier besprochene Erweiterung bietet also gar keine Schwierig- 
keiten und man kann unmittelbar jede ganze Function 6rf _ ) als 
Product von Primfunctionen 

darstellen, die nur eine Nullstelle üy und eine wesentlich singulare 
Stelle c besitzen. 



x — x,\ 



C — Xi 
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In der Umgebung jeder Stelle Xq, die nicht Nullstelle von G^(l— ^ 
ist, wird die ganze Function durch eine innerhalb des Bereiches 
< 1 convergente Potenzreihe ^{x — Xq) und in der durch die 

Bedingung — < — definirten Umgebung der regulären Stelle 

X c 

rc = cx> durch eine Potenzreihe ^(— ) darstellbar sein. In derjenigen 

Umgebung von x = a:^ , welche keine Nullstelle von G (— ) enthält, 
kann man die ganze Function fernerhin auch durch eine Formel 

darstellen, indem daselbst 

G dx 

in eine Potenzreihe zu entwickeln ist. Aber in der Umgebung einer 
Nullstelle Oy wird man den Quotienten 

g(-J-) 

^X — C' 



in eine Potenzreihe ^'{x — c^) entwickeln können ; und darum wird 

G( "^ daselbst durch eine Formel 

Kx — cJ 



C-v) 



definirt werden, indem die Primfunction E,{x) in der Umgebung ihrer 
Nullstelle a, durch eine Reihe derselben Gestalt 

{x-a,).e^-^'-'^^ • 
darstellbar ist. — 

Aus den voranstehenden Sätzen kann man einen Schlufs auf die 
Darstellungsform jeder eindewtigen Function ziehen, die in dem Be- 
reiche der unbeschränkten variablen Gröfse x nur eine wesentlich sin- 
gulare Stette c besitzt. 

Hat die eindeutige Function keine von c verschiedene singulare 

Stelle, so ist sie eine ganze Function des Argumentes . Besitzt 

sie aber beliebig viele (eine endliche oder unendliche Anzahl) auTser- 
wesentlich singulärer Stellen 

1 f 2 7 * * * y ) * * * 

welche jedenfalls den Bedingungen: 

|6i^i — c| ^ \by — c\, lim l&y — c| = 

gemäfs zu ordnen sind, so gibt es eine ganze Function Cr2\^zr^> ^^^ 
an diesen Stellen in derselben Ordnung verschwindet, als die in Rede 
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stehende Function F{x) dort unendlich wird. Das Product von F{x) 
und ©2 (""TT^) ^^^^ Abjhi eine mit Ausnahme der Stelle c überall end- 
liche und eindeutige Function G, C _^) und darum nimmt F{x) selbst 
die Gestalt an: 

OD 

G,(-^ \ J7jE;"'(a;, m,) 
Fix) -V^r.'^A = c»(») -^V 

d. h. die eindeutige Function mit der wesentlich singulären Stelle c 
ist durch den Quotienten zweier ganzer Functionen des Argumentes 

auszudrücken y von denen eine gewifs transcendent ist. Die Func- 

tion G2 muis dann transcendent sein, wenn F{x) unendlich viele 
aufserwesentlich singulare Stellen besitzt. 

Umgekehrt ist der Quotient zweier ganzer Functionen desselben 

Argumentes , von denen beide oder blos eine transcendent sei, 

eine eindeutige Function mit der wesentlich singulären Stelle c, denn 
wäre sie in der Umgebung von c durch ein Product: 

(rc— c)"» ^^ ' 

darzustellen, so könnte weder Gi noch (r, transcendent sein. 

Man kann aus der Darstellungsform von F{x) entnehmen, dafs 
diese Function in unendlich kleiner Umgebung ihrer wesentlich sin- 
gulären Stelle c jedem Werthe beliebig nahe kommen kann. 

Man bemerke zunächst, dals |i^(x)| für beliebig kleine Werthe 
von ja; — o| grofser gemacht werden kann als eine beliebig vorgelegte 
Gröfse K. Wenn (tj eine transcendente Function ist, so liegen in 
beliebiger Nähe von c Nullstellen dieser Function, an denen F(x) 
unendlich grofs wird. Ist aber G2 eine ganze rationale Function, so 
bringe man den Quotienten auf die Form 

wo auch G^J^ eine ganze rationale Function, aber niedrigeren Grades 
als &2 ^^^ ^^^ ^T ^^^^ ganze transcendente Function bedeutet. Dann 

wird Y? - ft^ unendlich grofse Werthe des Argumentes -^^ unendlich 
klein und |.F(a;)| in unendlich kleiner Umgebung von c unendlich grofs. 

Da endlich die eindeutigen Functionen 

i_ , J 

Fix) ^^^ i\x)-C 



i 
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dieselbe wesentlich singulare Stelle besitzen^ so existiren in dem ge- 
nannten Bereiche nm c auch Stellen ^ wo 

\F{x)\<-^ und \Fix)-C\<^ 

wird, womit die Behauptung erwiesen ist. 

§ 51. Fortsetzung. Darstellung der trigonometrischen Functionen. 
Wir kehren wieder zu unserer Function 

tlly 

zurück und wollen sie — wie das bei der gleichmäfsigen und unbe- 
dingten Convergenz des Productes erlaubt ist — ebenso wie das Pro- 
duct einer endlichen Anzahl von Factoren differentiiren. Es ist 



00 



Gq dx dx ^^ ^^ ^\a?~ay"* a^"* a^Uy/ "^ ' ' ' «y \Or/ / 

und wir wissen, dafs — ~ — ^ in der Umgebung jeder von den Null- 
stellen Or und der unendlich fernen Stelle verschiedenen Stelle regu- 
lären Verhaltens sein mufs.*) 



*) Man bemerkt, dafs 



<?o(«) 



dx 



E 



(i ' "') 



für x=a^ gleich (-p^j=(?o'(a ) und für x= a^» Null wird. Deshalb stellt die 

— \ dx ' 

Summe 



dB 

OD 



(I ' "0 






v=l 



("t'"') 



eine ganze Function G{x) dar^ die an den unendlich vielen Nullstellen ai,at... 
die festgesetzten Werthe iji, 971,... annimmt. 

Wann diese Summe beständig convergirt, wollen wir nicht untersuchen, 
denn es ist uns nur darum zu thun, die Erweiterung der Lagrange'schen Inter- 
polationsformel anzudeuten. 

Ist die Häufungsstelle der unendlich vielen Stellen, an denen eine ganze 
Function vorgegebene Werthe hat, nicht ic = oo, sondern a; = c, so mufs die 
Stelle c eine wesentlich singulare Stelle der gesuchten Function sein, denn in 



^■<1 



«1^ 



% 

x — a^ 
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Setzen wir innerhalb des Bereiches 

--^(>-t+---+(^r"')+(«')"-A- 

SO wird die logarithmische Ableitung von Gq auch durch die inner- 
halb des Bereiches ^- < 1 zweifellos convergente unendliche Summe 

I ^^ I 
rationaler Functionen 

definirt sein. 

Sind ai^Aj;... unendlich viele Stellen ^ von denen in einem end- 
lichen Bereiche nur eine endliche Anzahl liegt, auf dafs also 

l^n-i-il > l^nl ^^^ lim|ay|»»cx> 

ist, bezeichnen ferner n, endliche ganze Zahlen und m, derartige ganze 
Zahlen^ da(s die Summe 

51 f (-„-)" 

bestandig convergirt, dann kann man für die voranstehende Summe 
(a) die gleichmäfsige Convergenz in demjenigen Bereiche beweisen, 
der durch die Bedingungen charakterisirt wird: 

|a;|<i2, \an+i\>Ii>\an\, |a;— ay|>p, (i; = 1, 2, . . .n), 

wo B eine beliebig grofse aber endliche Grofse ist und q^ beliebig 
klein sind.*) 

Der genannte Bereich wird durch eine Kreisfläche um die Stelle 
x=0 gebildet, auf deren Grenze keine der Stellen a, liegt, aus deren 
Innerem aber beliebig kleine um die daselbst befindlichen Stellen 
(a^ , «2 , . . . an) sich erstreckende Kreisflächen ausgeschlossen sind. 

Wenn nach Annahme einer endlichen Grofse R ein endliches 
V = n gefunden ist , so dafs 

\(ln\ < iJ < |a»4.i 

so wird die Summe 






innerhalb unseres Bereiches gewifs gleichmäfsig convergiren und von 
der Summe 



beliebig kleiner Umgebung der HäufongBatelle hat sie unendlich viele Werthe, 
unter denen beliebig kleine und beliebig grofse sein können. 

*) Vergl. Gesaro, Giomale di matematiche 1885. 
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werden wir das auch behaupten können, wenn die Summe der abso- 
luten Beträge der Summanden endlich ist. 
Da aber 

\x\ < |an+r|, |an+» — a;| > |an+y| — ia;| > 
ist, so wird 



Heifst JV^ wieder die grofste der ganzen Zahlen n^-f > und ist die kleinste 



der Gröfsen 1 — 



X 



Kj so wird die letzte Summe kleiner als 
K Zj 



^ I«.' \%) 



und damit ist die Behauptung der Voraussetzung zufolge bewiesen. 
Es ist auch zu sehen, dafs in eben demselben Bereiche gleich- 

• _ 

zeitig die neuen Summen 

^ / X \>Wy ^» 

gleichzeitig convergiren, wenn it eine ganze Zahl bezeichnet. Denn 
nennt man die kleinste der Grofsen q^ Pi so ist an jeder Stelle un- 
seres Bereiches 



und deshalb 



am — X 



> 9 



X 



iWy Wy 



a^ — xy^'^ p*— i 



X 



OTy Wy 



«y — X 



womit der Satz einleuchtet. 

Läfst sich den von Null verschiedenen Nullstellen Oy unserer 
ganzen Function Gq(x) eine ganze Zahl m-f- 1 so zuordnen, dafs 

^ I _L "*"*■* 

endlich ist, so kann man ofiPenbar allen Zahlen m^ den Werth m bei- 
legen, denn 

wird für jeden endlichen Werth von x endlich bleiben. Dann con- 
vergiren aber auch die Summen 



m+l 



2 



n. 



.m 



V «;'(^-s) 



und 



V 



n. 



^<{^-%f 



in dem früher genannten Bereiche gleichmäfsig. 
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Nehmen wir von vomherein an, dafs keine der den Nullstellen 
a^ zugeordneten ganzen Zahlen m^ eine endliche angebbare Zahl m 
übertrifPt, so kommt man leicht zu dem Schlüsse^ es mufs dann 

^, — endlich sein. In der That führt die m malige Differentia- 

V 1 *' I 

tion der Gleichung: 

auf eine Summe: 

« 

die in der Umgebung der nicht singulären Stelle x ^==0 endlich sein 

OD 

soll, aber nicht endlich sein kann, wenn ^ — nicht convergirt. 

Laguerre nennt eine ganee transcendente Fundion Gq{x) vom 
Range ni, wenn für die Reihe ihrer Nullstellen m die kleinste ganze 

Zahl ist. für die ^. — endlich ist. Darnach sind die Functionen 

Fc{x)y sin %x^ cos tcx 

ganze Functionen ersten Ranges. Die Reihe der Nullstellen von 
sin nx und cos nx sind 

0, +1, + 2, . . . beziehungsweise + y , +1, + y; • • • 
und weil die Reihe 

^ — -.- und umsomehr ^ -, ; — rr 

»=1 *=i ^ ' ' 



convergirt^ kann man diese Functionen in der Form darstellen: 






n('-5iTi)^'^''^ 



7 y(«) 



V = — CO 



Doch müssen hier die äußeren Fadoren e^^'^^ , e^^*) noch passend be- 
stimmt werden; damit die Producte gerade sin nx und cos jcx und 
nicht blos Functionen mit denselben Nullstellen definiren. 

Zur Bestimmung dieses Factors dienen folgende allgemeine Be- 
trachtungen. 

Ist 0, a|; a29 . . . die Reihe der Nullstellen einer ganze^i Function 
des m^^" Ranges und läfst man x unendlich zunehmen, ohne dabei 
den Bereich der gleichmäfsigen Convergenz der Summe 
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zu verlassen; so kann das stets in solcher Weise geschehen, dafs diese 
Summe und auch die der absoluten Beträge der Summanden nach 
NuU convergirt. 

Wir haben nur nothig^ die zweite Behauptung zu erweisen. Man 
kann stets, ein i; = n so angeben, da(s 



oo 






m 



n. 



\a^—x 



kleiner wird als eine beliebig kleine Grofse d, uud weil man in der 
somit bestehenden Ungleichung: 

y , p^ , < y "^ __. + d 

für die Summe der endlichen Anzahl Von Gliedern nach Annahme 
einer kleinen Gröfse € eine positive Grofse £ so bestimmen kann, dafs 
für jedes x von gröfserem Betrage als | die .Summe kleiner wird als 
€ , so convergirt die genannte Summe für unendlich wachsende Werthe 
von X unseres Bereiches nach Null. 

Daraus folgt, dafs die logarithmische Ableitung von Gq(x) nach 
Multiplication mit ar'^ 



•m 



1_ d log Gq 
>« dx 



«0_ 






X "'•«' X' 

mit unendlich wachsendem x nach Null convergirt. 

Dasselbe gilt auch^ wenn die ganze Function m^'^" Ranges einen 
äufseren Factor e^^''^ besitzt, in welchem die ganze rationale Function 
g{x) den w*®" Grad nicht übersteigt. 

Zur Charakterisirung der Gonvergenz der in Rede stehenden 
Summe nach Null, wenn x ohne eine singulare Stelle Oy zu über- 
schreiten, nach oo übergeht, mag hervorgehoben werden, dafs das 
Product 



OD 



2 



». 



^. «;•(*-«,) "^-^ 



n. 



unter gleichen Umständen divergirt, indem nämlich die Summe: 



2 



n. 



a 



m 



1 + 



a. 



X 



und umsomehr die Summe der absoluten Beträge 



n. 



unendlich wird. 

Biermann, Functionentheorie. 



a 



m 



a. 



X 



mit VU- 



im 



y = r 



21 
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Durch ganz ähnliche Betrachtungen läTst sich* zeigen , dafs die 
Summen 

mit wachsendem x nach Null, aber 

nach Unendlich convergiren, und dann kann man sich überzeugen, dafs 
gleichzeitig mit a?-"» — ^-" auch die Quotienten 

nach Null convergiren, wo G^^^(x) die /w*« Ableitung von G^{x^ be- 
zeichnet. Nun ist jede Ableitung einer ganzen Function wieder eine 
solche, und wenn man daher zeigen kann, dafs eine an die Eigen- 
schaften 



Hm ( ^'W \ = 0, lim f- y ) - 



oo 



geknüpfte ganze Function vom m^''" Bange sein mufs, hat mau auch 
gezeigt, dafs jede Ableitung einer ganzen Function des m^^" Ranges 
von demselben Range m ist. 

Man sieht aber leicht, dafs der Rang m einer ganzen Function 
G{xy welche die genannten Eigenschaften besitzt und deren zugeord- 
nete Zahlen m^ höchstens den Werth m erhalten, nicht gröfser ode: 
kleiner sein kann als m, weil im ersten Falle 



OD 



nicht nach Null convergiren und in dem zweiten Falle die zweite der 
oben genannten Bedingungen verletzt werden würde. 

Da die Zahlen m^ aber auch nicht in's Unendliche zunehmen 
können , wie z. B. im allgemeinen Falle, wo wir m» = v — 1 setzten, 
ist wirklich G{x) vom m**" Range. In dem äufseren Factor kann G{x) 
natürlich den Grad m nicht übersteigen. 

Sollten wir nunmehr bemerken, dafs 



1 



d log ein nx "fr ^li?l ^4- JL «L >'' L_ 

dx X ^ X ^ X* ~^ .^^ v(x — 



X dx X ^ X * X* * J^ v(x — v) 

f ür rc = oo nach Null convergirt, so mufs der äufsere Factor in dem 
Producte für sin xx die Form 

besitzen. Nun ist 
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cotg yex = * 



und wenn wir hier rc <= S + ^^ ^^^ Unendlich convergiren lassen, 
ohne die auf der reellen Axe liegenden Nullstellen von sin sro; zu 
überschreiten y also z. B. dadurch , dafs wir nur r^ nach + oo gehen 
lassen, so wird 

cotg «(6 + iv) "^'^ ib * ^^^ ~ ^^te ^^ nsLch Null 

X 

convergiren. — Wir setzen deshalb 

« cot« «x=a+l-\- ^-r-x'- 



V 



V{X — v) 



und weil 



— 7C cotg 7CX «^ a / — T-^ -^ 

® « ^ v{x — v) 



ist, folgt, dafs a «= ist. Vergleicht man schliefslich die Entwick- 
lungen von 

sin nx und e!*x / I (l — -Je 






in der Umgebung der Stelle ^r s» 0, so erkennt man, dafs 6^ =s ^ zu 
setzen ist und damit wird: 



--Üc-t)- 



sm ^rc 
und entsprechend 



X 
I V 



«0.= ff (l --/;?--). a^-'i'. 



cos . - * * . , 

V = — oo 

Daneben ist: 

oo 00 



(-Jv — I)' 



sin Ä^- «o; JJ (l - -J), cos ^a; = J7 (l - (T7^) 
und 

4- 00 j-qP 



{X — v) 



00 oo 



X ' ^ «« - r» X * ^ \x — v * aj + f/ 

4- 00 -f'OO 

21* 



324 Sechstes Capitel. 

wobei aber in den an vierter Stelle stehenden Summen die Gröisen 
und — : — nicht von einander zu trennen sind. Die Differen- 



X — V X + V 

tiation dieser Gleichungen führt auf die Formehi: 



n 



t 



sin» nx ^^ {x - v)* ' cos» nx ^mJ 



v^ - 00 



ios» nx j^^ (x—-" t JV' 



Setzt man in dem ersten Ausdruck für sin sro; an Stelle x (x — ä), 
wo a keine ganze Zahl bedeuten soll und dividirt sin n(x — ä) durch 
sin ( — na) so entsteht die Gleichung 






Will man rechterhand die Primfunctionen (1 ~ — ) g* + « auf- 

treten lassen, so beachte man, da(s man 



(•-:)n'o-.:j' 



setzen darf, indem das Product 

« 

bestandig gleichmäfsig convergirt, wie das nach der allgemeinen Theorie 
nothwendig ist. 

Nun entsteht die später zu benutzende Formel 

(l _ i) . e' 17' (l - -^-) . e'^ = ?in,(x-a) ^„,^^„ 
\ a / ± A \ V -j-a/ Bin {- na) 

der die nachstehende leicht zuzugesellen ist: 



n(. 



2v + 1 I I cos (— «a) ' 




wo a aber keine der Zahlen ^J" (f* «= 0, + 1 , + 2,. . .) sein darf. 

Zunächst kann man diese Formeln dazu benutzen, um die Func- 
tionen 
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cos nx 4- cos na 



(x + a\ /ä — a\ 



1 + COS na . a 

cos* n -=-- 
2 



COS nx — COS n a 



/ä + a\ . /x - ä\ 
smn[-f-)f^mn{—^) 



I — cos na . . a 

Bin* n -— 



sin Ä.r 4- sin wa 



Bin Ä (^ -J -) cos ^(^— ,j— ; 



Bin 71 a . a a 

Sm 3E -— cos Ä — - 
<2 ^ 



Bin nx — Bin na 



fx -{- a\ . fx— a\ 
cos«\^- - -Jsin«^— 5— ; 



Bin 71 a a . a 

cos « -^ sm TT -^ 

durch Producte darzustellen, die als Functionen von x bestandig con- 
vergireU; auf deren Bildung Euler weitläufig eingegangen ist. 

Setzt man in den obigen Formeln rc = a + g- respective a; = a, 

so erhält man die Gleichungen: 






~~ na ig fta 

<2v + \ + 



1» = — 00 



in denen die rechten Seiten als Functionen von a in der Umgebung 
der Stelle a «= höchstens in den Bereichen 

|a|<l \a\<^ 

eine Bedeutung haben. (Vergleiche die Producte in § 186 der Intro- 
ductio in analjsin infinitorum von Euler.) 

Da unseren allgemeinen Betrachtungen zufolge die Functionen 
sin jix und cos stx auch durch 

S'^ 1 /x\/«+l _yi yi _}_( ix \fl+l 

,-..^^.Ä + iVVJ 4j ^J^+lV^v + lj 

nx e *— 1 ^— i beziehungsweise e *— i/*— ^ 

darzustellen sind (siehe pag. 312) und die Entwicklung dieser Ausdrücke 
nach Potenzen von x der Form nach andere Goefficienten enthält als 
die schon bekannten Potenzreihen 

(nxy , (nxY 

sm nx = Tcx — - -. - + 



3! ' i)! 



» • • 



.cos3ra:= 1 — - .^ 4 \, 



326 
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so kann man durch Vergleich der beiden Entwicklungen eine Reihe 
interessanter Ausdrucke für die ganzzahh'gen Potenzen von n aufstellen. 
Es wird 






2« 
2< 



3« 

1 
3« 



* I 04 "r «4 \ AK \ 



4« 

I 

4^ 



1 -4.-L+-^-+ *- + 



2« 
1 



3» 
I 



4« 
1 



^ I 2*^ "*" 3** ' 4'* ' 

* 1^ 2'® "^ 3'*' "^ 4'® "^ 



6 

«^ 
90 



945 



9450 
93555 



1 2ä« 
(> t ! 

30 4! 

1 y'^Ä« 

42 ü! 

30 8! 

6 2»jf»» 

66 10! 



U.S. w. Die numerischen Factoren -, — , - , -^ m^"' ^^^^^^ 
die BernouIIi 'sehen Zahlen, die wir mit 

bezeichnen. 

Der Vergleich der beiden Reihen für cos %x gibt uns Ausdrücke 
für die Summen 



CO 



(ft=l, 2, 3...), 



die sich aber bereits aus der Summe der ( — 2fi)^'^" Potenzen aller 
ganzen Zahlen in folgender Weise bestimmen lassen: Nennt man die 
Summe 



oo 



V_»__ 



SO ist 
3/L _ V 



v = 1 



= s 



oder 



und Stfi — 






2/( 1 



2»''~1 



oo 



2*" 



S 



»M 



^ 1 



CO 






») 



«^ 



= Btu - 1 



2*" - 1 



r^^^ 



-t 



(2f«) ! 



und ferner ist auch 



CO 



Mit Hilfe der Formeln: 

1 



» = I '^ 






(2|*)! 



CO 



OD 



cotg :); 



1»= l 



tg^ 



2 



2ic 



=■ ((^-) --) 
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kann man cotg x und ig x in der Umgebung der Stelle o: «= durch 
Potenzreihen nach x darstellen, indem man die einzelnen der Sum- 
manden nach Potenzen von x entwickelt. Es wird dann: 



cotg X = — 



Da die Coefficienten der Potenzreihe für tg x: 



der Recursionsformel genfigten: 

/2n— 1\^ ./2n- 1\ 

+(-i)"-(l:i2>. =(-')-*' 

wird man die Becnoulli'scheii Zahlen nach und nach aus den Gleichungen 

(»=2,3...) 

bestimmen können. 

Beachtet man, dafs 



X ' . X 

cos — 81 n 



\ ( . X . . x\ \ \ 2 , 2 1 1 1 

— (cotff--4-tg «)= :, I 1= =-■ — =coseca?, 

2 \ ^ 2 ' '^ 2 / 2 ! . a: ' X \ ^ . X X Bina? * 



Bin — CO8 — - / 2 sin -— COB -r- 

X 

cotg jra; 4* tg ar -- = cosec äü? 



ist, so ergibt sich ffir die Function -Gosecante erstens die Reihenent- 
wicklung 



««"i_l a^««-i 



1 ''^ 2 

WSeC ^ = ^- + ^ Än~l ^ 



{•in— 1)! 
n=l ^ 



und durch Addition der Gleichungen: 
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Ä cotg 7CX=^ 1- y, —r^ — 7- 

-f- OD 

. X XJ7 23S 

Ä tg « — = ^ (2t.+ l)(2i^+ 1 -ä) 

v:= — QO 

die Darstellung: 

»=1 — oo — 00 

Um den Cyclus der Darstellungen der trigonometrischen Functionen 
durch Potenzreihen, unendliche Producte oder unendliche Summen 
rationaler Functionen voll zu machen, hat man noch nsecnx durch 
eine Summe und sec x in der Umgebung der Stelle x = durch eine 

oo 

convergente Potenzreihe ^ c, — p darzustellen. Wir werden diese Auf- 

gäbe alsbald lösen und bemerken hier nur, dafs Cp«=» 1 und alle Coeffi- 
cienten C2^-.i Null sein müssen, weil 

-«-' - (-^-£'--')-» ■ 

ist. — 

Um eine andere Anwendung der früheren Sätze über die ganzen 
Functionen mit gegebenen Nullstellen vorzubringen, wollen wir den 
Sinus und Cosinus gamzahliger Vielfache des Argumentes x als Pro- 
dud einer endlichen Anzahl von Sinus und Cosinus -Functionen neuer 
Argumente darstellen. 

Da die Function sin mx offenbar dieselben Nullstellen besitzt wie 
all die Functionen 

sin., 8in(^_.), sin e_-- .),... sin f«"-!)- - .) 
oder 

sin«, sin(a;+:-), sin (x +-';;-),.. . sin (a;+ C"" •^") 
und keine weiteren, so kann man 



sin wa; = es^(*) sin x TJ sin (x + ~") = e^(') sin x jTjf sin (^ — x) 

. *=i *=i 

setzen, und der Vergleich der beiden Seiten dieser Gleichung zu- 
gehörigen Darstellungen durch ein Product von Prinifunctiouen lehrt, 
wie die ganze Function g{x) beschaffen sein mufs. 
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Ist m eine ungerade Zahl 2ft-f-l, so schreibe man statt der 
Factorensin(ii; + ^)(fc = ^+l, ^ + 2,...2ft) sm { ^"^ "J"^ "" - x) 

und wenn w=2ft ist, setze man an Stelle von sin (a;+— ) sin (^ — -a^) 
= cos ri; und für 

sin(^ + i5^±^) = 8m(ü^1;r-a.)(v=l,2,...^-l), 

dann geht die obige Gleichung in die folgenden über: 

sin mx = sin (2^ -^ 1) o; = e^«<*> sin x I I sin (^ xj sin (-- + ^); 

sin mx = sin 2^x «= e^»(*) sin x coa x 1 1 sin (^'^ x) sin (^'^ — (- rc). 

Wenn man ferner die leicht zu yerificirende Beziehung : 

sin (u -{- v) ' sin (u — v) = siii^ u — sin' t; 
verwendet, erhält man die nachstehenden Darstellungen: 

sin mx =» sin (2fi + 1)-«^ *= ^*^*^ • sin a; / / (sin^ ^^ sin^ a?) 

sin ma; = sin 2fta: = e^^^'^ sin a; cos ^ / / (sin'^ '^ sin' xj , 

aus denen mit Hilfe der Reihenentwicklung für sin mx und sin x ab- 
zulesen ist, dafs e^A<*> und e^»<*> nur Constante Cj und Cj 

O, = — ^^ , O2 = ji^^Ti 



sein können. 

£benso findet man die Gleichungen: 

COS wa;=cos (2ft+ l)a:=Cco8a;JJsin(|?^ - a:)sin(|^^ + x) 



= C cos a; / / (sin' -^ sin' x) 



cos mx = 



= CO8 2 fix = C jjsiu (y--- - ^) sin (f -~ + a;) 

und die Constante C ist das Reciproke des Productes I l^^^h — 
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Da 

2(sin'M — sin^t;) «= (cos^t; — aiii^v) — (cos^tt — sin^tt) = cob2i; — cos2u 
ist, bestehen auch die folgenden Formeln: 

8ini»ic=sin(2fi-f-l)^=~^:^~ ^ cos(*— x) 11 (cos2a;— cos-*-) 

u « 

sinwa:^8in2tta:= — - -. cosa^cosf^ — x)l /(cos2a? — cos— ^) 

li' 



2 = 1 






Bin' 



cosmo; = cos(2fA-f"l)^= ü ^^^ ^ */ /(cos2a; — cosä J 

co8ma;=«cos2fia;=- ^ -- — I jycos2x — cosjc — ~~)* 

2r I I 8in» - - - - 



Z = i 



Vergleicht man die obigen Formeln mit den auf Seite 298 angeschrie- 
benen Darstellungen von sin mx und cos mx als rationale Functionen 
von sin x und cos x, so erhält man durch Gleichsetzen der Uoefficienteu 
der höchsten Potenzen von sin :i7 die Beziehungen: 

oder 

und ebenso 

2«A.-i^8in'|^ = 2ft, C, = 2— >, 

22/*rrsin2^i^{= 1, 2->-> /Tsin2~?^= 1, C = 2'»-^ 

IX 2 2^+ 1 ' LI 2 2f* ' 

Setzt man sin x = u und m = 2|[ft -f* ^f ^^^ besteht die Gleichung: 
1 __ _'» ... «_. + «'_•»*- '.') _. «' + (_ i)-i- 2"'-' .""- = , 

1! tiiumx ' 3! Bin ma; ' ^ ^ Biiim^ ' 

deren m Wurzeln u vir angeben wollen. Das Product derselben ist 
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— ^^^ -^ siu mx oder (— jy* sin a; / / sin^^'^ xj sin^^^ — |- j) 

A — 1 

und weil — wie mau sich leicht überzeugt — 

sin a: M sin (^ - x) sin (^'^ + x) == (- ly JJsin (a: + '*"-) 

r= 1 A: = 

ist; beilsen die m Wurzeln: 

sin X, sin (a; + — J, siii (^a; + ^^J, . . . sin(x- H ^ — ; 

oder 

sin Xj + sin (^ + x), + sin (^ - x) (A = 1,2.. .fi), 

und zwar gelten hier die oberen oder unteren Zeichen ^ je nachdem A 
gerade oder ungerade ist. 

Da unsere Gleichung das Glied in u^"^ nicht enthält, ist 

TO— 1 

lin (x + -—^-j = 




Sin 
und der Goefficieut von — u - . mufs p^leich 

w — 1 

y L 

*=ü 8111 ix -h - 1 
\ Vi / 

sein. 

Bei geradem m =^2a besteht die Gleichung: 

sin2wa;--w2(l-ti')(^*_?^-!*'^7-?!^M^-| f-(- r/*-i2»A' 1^2^-2)'== . 

Das Product ihrer Wurzeln ist 

und die positiv und negativ genommenen Factoren der rechtem Seite 
sind die Wurzeln selbst. Die positiven allein genügen der Gleichung. 

sin wa; = + /r=^(^w~ *'^**37-^-m'H h(- Xy-'^'f^-^u'f'-^). 

In entsprechender Weise hat man vorzugehen, um die Wurzeln der 
Gleichungen 

coswa;=cos(2ft+l)a;=+f/l mXi-"-t,-*^«*^H hl-l)^^'""^^'»-') 

cosma:«cos2fia;«l— ^M2 + ^5lp?!)-ti» 1-(- 1)^2'«-'m"* 

ZU finden. 
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§ 52. Die Weierstrafs'sohe (T-Funotion. 

Wir wollen noch eine ganze Function Gq{x) herstellen, welche 
die unendlich vielen Nullstellen 

w = 2/i.ai -f" 2ft'c3' (f*> ft' =* 0, + 1 , + 2, . . . + <x>) 

besitzt, wo o und o' solche Grofsen seiu müssen, dals in einem 
endlichen Bereich der Variablen x nicht unendlich viele Nullstellen 
w liegen, denn andernfalls gäbe es keine ganze Function der ver- 
langten Art.*) 

Es kann zunächst keine der Grofsen o und c/ unendlich klein 
sein; sie können aber auch nicht in reellem Verhältnis stehen, denn 
wäre in 

M; = 2a) (^ + ^'-^) 

die Klammergröfse reell und zunächst eine rationale Zahlengröfse, 
so könnte man unendlich viele ganze Zahlen /i und (i' angeben, für 
iie fi -j~ f^ — gleich Eins würde und dann wäre die Nullstelle x = 2(o 

von unendlich hober Ordnung, was nicht zulässig ist. Wäre aber — 

eine irrationale Zahlengröfse, so liefsen sich stets ganze Zahlen \»^ und 
fi^ finden, für die 

|2flyG) — 2flyl0'| 

kleiner würde als eine beliebig kleine positive Gröfse 8 und dann wäre 
a: = eine Häufungsstelle von Nullstellen, In der That: entwickelt 

man das reelle Verhältnis — in einen unendlichen Ketten bruch, ein 



CO 

00 



endlicher kann sich nicht ergeben, weil sonst ^~ rational wäre, und 



bildet die Differenz von ^ und dem i/*®" Näherungsbruche -J-, so wird 



deren absoluter Betrag kleiner als (- - ) uii 



2fiyCt) — 2/iyG)' = + 



I 

2€0S 



f*y 



wo £ positiv und kleiner als 1 ist. Weil aber Zähler und Nenner der 
Näherungsbrüche eines Ketten braches fortwährend zunehmen, so kann 



man auch ein v so angeben, dals 



< d' wird, w. z. b. w. 



*) Vergleiche Weieratrafs, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der 
elliptischen Functionen (herausgegeben von H. A. Schwarz) und andrerseits 
Kiepert, ganzzahlige Multi^Lication der elliptischen Functionen (Borchardt^s 
Journal, Bd. 76). 
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Soll demnach eine ganze Function existiren ; welche die Nullstellen 
w besitzt, so mufs das Verhältnis 



(0 



complex oder der reelle Theil von ^ 9l(-?-) von Null verschieden 

sein, aber dann gibt es in einem endlichen Bereiche nur eine endliche 
Anzahl von Stellen 2|l(G7 -f- 2fi(o\ 

Zum Beweise beachte man , dafs sich bei nicht reellem Verhältnis 
der Gröfsen 2o «» a + iß und 2©' «= a + iß\ wo (aß^ — aß) von Null 
verschieden ist, jede Grölse 2a = ai + i^2 ^^ der Form 2g, o + 2^.^ü)' 
darstellen läfst, wobei £, und ^^ i'^elle Grofsen bleiben. Man hat |, 
und 62 Dur aus den zwei Gleichungen ai«= «g, + a'l^ und a2=^ßi\'\- ß^^i 
zu entnehmen. Darauf läfst sich jeder endliche Bereich durch die G(^ 
sammtheit der Stellen 2|jG) -j- 2|2<i>' definiren, für welche |f und g.» 
zwischen endlichen Grenzen gelegen sind, und mau sieht, dafs §, und g, 
innerhalb des Bereiches nur eine endliche Anzahl Male ganze Zahlen 
sein können. 

Man nennt zwei Gröfsenpaare (2c9, 20') und (2'Sr, 2 IS*) von nicht 
reellem Verhältnis äquivalent y wenn die Gesamnitheit der Werthe 

U) «= 2|Lio + 2f*'o' 

mit der Gesammtheit der Werthe 

w = 2v7S + 2v'ü^ (v, v = 0, + ^ + 2. . .) 

übereinstimmt. Man sieht , dafs die noth wendige und hinreichende Be- 
dingung für die Äquivalenz zweier Grofsenpaare^in der Ex istenz zweier 
Gleichungen liegt: 

-ar ss|>(D -|- q(o , IS* =|)'g} -f- (i^\ 

in welchen die positiven oder negativen ganzen Zahlen wieder der Be- 
dingung 

genügen ; denn unter diesen Umständen kann man stets zwei ganze 
Zahlen v und v so bestimmen, dal's 

2fi(D + 2fim=s 2v7S^ + 2i/''Sr' = 2(yp + vp)'SF 4- 2(i'g + v'q)ca' 

wird, und umgekehrt müssen die obigen Bedingungen erfüllt sein^ wenn 
jeder Stelle w eine Stelle a und umgekehrt entspricht. 

Wir können jetzt festsetzen, dafs 9i(-^) > sei, denn andern- 
falls wähle man nur ein (2o, 2©') äquivalentes Gröfsenpaar {2^, 21^^), 
fir welches 

gröfser als Null ist und dazu mufs nur pq — qp = — 1 sein. 
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Jetzt handelt es sich noch darum, in den Primfunctionen 

die ganzen Zahlen m^,^' passend zu wählen , denn wenn wir auch 
schon wissen y dafs das Product 



»— 1 



m - 1) ^^ 



eine ganze Function der verlangten Art definirt, sofern die Nullstellen 

«;, , Wj, . . . Wy, . . . 
der Bedingung 

gemäfs geordnet sind, so braucht dies durchaus nicht die einfachste 
Function zu sein. Wir sehen darum nach, ob es etwa eine ganze 
Zahl m derart gibt, dafs 

^Cri l m+l 

endlich wird, denn dann existirt eine ganze Function m^*" Ranges, 
welche die Nullstellen w besitzt. 

Bemerkt man, dafs man 2n -{- \ Grofsen w «= 2fi(D-f- 2ft'cii' an- 
geben kann, bei denen ft oder ft' gleich -^ n ist, so finden sich im Ganzen 

4(2n+ 1) -4 — 8w 

Nullstellen, bei denen eine der Grofsen /i, n' den Werth -{-n oder 
— n besitzt. Stellt man alle diese Grofsen w in der Form n d« dar, so 
kann \d^\ niemals kleiner werden als eine endliche Gröfse \8q\ und 
man sieht, dafs in der Ungleichung: 

die rechte Seite schon fQr m «» 2 endlich ist und umsomehr 

convergirt. 

Deshalb wird bereits das Product 



X 
10 



bestandig convergiren. Diese ganze Function bezeichnen wir mit ö{x). 
Die logarithmische Ableitung derselben: # 

ferner 
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und 

dnogaix) ,yS^ I 



^2 



stellen analytische Functionen dar, die im Endlichen die ein-, zwei- 
oder dreifachen aufserwesentlich singulären Stellen x = w besitzen, 
deren Häufungsstelle a? = oo ist. 

Die dritte der genannten Functionen bleibt ungeändert, wenn man 
X nm irgend eine der aus 2(o und 2o' durch Addition oder Subtrac- 
tion zusammengesetzten Gröfsen w vermehrt. Da aber zufolge des 

nicht reellen Verhältnisses ^- keine homogene ganzzahlige lineare Ele- 
lation zwischen 2(o und 2 cd' besteht, ist die Function : ^V 

OrX 

doppeUperiodisch, 
Bezeichnet man 

so ist 

'p\x + 2a}) = p{x + 2ai') => p'(x + w) ^ p(x). 

Weil aber 

|)( — x)^=^p{x) und p\ — a;) ss= --|)'(a?) 
ist, wird 

P'(g)) = 0, p'(cj') = 0, j)'(i» + ö) = 
und 

l>(o) =!>(— G>), 1>(cd') =!>(—(»'). 

Nach dieser Zusammenstellung der Werthe von p{x) und p'{x) an 
zwei Stellen entnehmen wir den Gleichungen: 

dp(rr + 2fl)) dp{x) dp{x -^2(a') dp{ x) 

dx dx ' dx dx 

die Beziehungen 

p{x + 2©) «p(a;), _p(a; + 2a}') =|)(a;) 

d. h. auch p{x) hat die beiden Perioden 2(o und 2(9' und die aus 
diesen ganzzahlig zusammengesetzten Perioden w. 

Die doppeltperiodische Function p{x) wird an jeder Nullstelle der 
Function 0{x) so unendlich, dals erst 

{x — wyp(x) 

in der Umgebung derselben regulären Verhaltens ist und wird an allen 
übrigen Stellen regulär; sie mufs daher als Quotient zweier ganzen 
Functionen darstellbar sein. 
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Die Function --^ ist nicht mehr doppeltperiodisch , es entstehen 
vielmehr durch Integration der letzten Gleichungen die Beziehungen 



c{x-\-2(o) c {x) 



+ 2iy 



a(x-^-2ai) ü{x) ~^ ' 

und hier sind die Constanten 2ri und 2rj' so zu bestimmen , dafs fiir 
X = — fl> die richtigen Gleichungen 

a'( — < p) o' {(ü) a'{—a') c'{a) 

a{ — CO)) a(<o) ' a( — <o) a{a)) 

hervorgehen. Man erhält 

Eine abermalige Integration führt unter Rücksicht auf die Gleichungen 

<y(— (d) = — tf(c»), 0{-G)') «= — tf(o>') 

zu den Relationen 
ö{x + 2a>) = — e«'»<*+«^<>(a;), ö{x + 2aj') = — c« •?>+«'> <y(a:). 

Bildet man aus jeder dieser Gleichungen 0{x-^2&'\-2Gi'), so müssen 
noth wendig die Exponenten in den Factoren bei 0{x) 

2ri{x + o + 2a)') + 2ri'{x + o') 
und 

2i2'(a: + ö' + 2ai') + 2i2(a: + «) 

bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2xi gleich sein. Es wird also 

(2i?+2V)a? + 2i^(ö + 2iyV+4i7(ö'~((2V+2iy)a; + 2iyö + 2iyV+4i^'cj) 

*= + 2mni 
oder 

/ / I fit • 

riaa — iy o = -f- —~n%. 

Femer folgt aber bei der Änderung des Argumentes x um eine be- 
liebige Periode w der Function p{x) die Gleichung: 

wo wir fernerhin für i/i'^i -^ i''' fi ^^ Ti schreiben. 
Es ist dann 

und wenn man g> + o' = o", iy-(-i2'= ij" setzt, speciell rj" = ^^^ • 

^n dieser Stelle soll noch die Function ö{x) durch ein einfach un- 
endliches Product dargestellt werden^ in dem also nur ein Index un- 
endlich viele Werthe annehmen kann. 

Man bemerkt leicht, dafs die Nullstellen von 0{x) mit den Null- 
stellen der unendlich vielen Functionen 
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^^^ ^ ^ ' 8^^ ^ (2naj'— a;) , sin ^ {2na}+x) (n = 1, 2, . . . cx>) 

zusammenfallen, und es fragt sich, ob man 6{x) als Product dieser 
ll\inctionen darstellen kann. 

In dem Producte itlr 6{x) darf man alle Factoren zusammen- 
nehmen, in denen ft' «» ist, denn das Product 



X 

ist gleichmäfsig convergent, da ja 



ftx^ - ^j e^'"^' ^^'^^y 






und 



fl = — >00 



JLJLn 2/üa>/ n 2a> 

ist Fafst man dann alle Factoren zusammen, welche dasselbe ft' haben, 
so kann man deren Product gleich 

l /* = — 00 

setzen, denn die hier vorkommende Summe oder 



2 V2oi> / ^ I , , co' I 



ist nach der Formel 



Bin* nx 



_ ^ 



gleich 



r^— 00 



w« ( X y 

2'\2a)/ . 

Bin' 



1 



\i 



{''-) 



Wenn fi' somit alleWerthe durchläuft, tritt gewifs der Factor 



/ 0» 



8« 



2o> . /^rrcN 

auf und es bleiben nur mehr die Producte 



tjx* 
2(o . nx 2« 

-sin ---e 

7C 2(0 



ZU untersuchen. Schreibt man sie in der Form 

Bier mann, Vanctiononthcori«. 22 
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so hat man auch schon gefunden, dafs dieselben gleich 

nnnlu'— — -*-) ** 
V (D 2 a)/ in 



Bin na — 

00 



OOtg fi' ^ 

-. e- 



zu setzen sind. Das Product aller Factoren von o {x) kann man daher 
in der Form des einfach unendlichen Productes schreiben: 

. V 5-^ --52«. / Bin* 




?^ sin(?*) c*" TT 1 y^%- ■ 



Die hierin auftretende Constante 



'--^{'^M-^i-'^)) 



a' (to\ 

ist nichts Anderes als -7-^ . Denn wenn man in den letzten Formeln 
X um 2 CD vermehrt, so bleibt unter den Productzeichen Alles ungean- 
dert, aber sin^^) geht in — sin(^) und die Exponentialfunction in 

über^ so dafs auch hier die Oleichung 

i5{x'+2m) = — c*'?<*+")<y(a?) 
hervorgeht. 

Differentiirt man den vorletzten Ausdruck für 6{x) logarithmisch, 
so erhält man nach Multiplication mit o\ 



fi 



und diese Formel führt nach der Substitution x «= cd' zu einem Aus- 
druck für 

/ f -j- ni 

CÖIJ fJfO a= -j- f» -^ • 

Dieser lautet: 
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to' 00 

iu=l 

Doch weil cotg (« + iv) nach +» convergirt, je nachdem «-» + 00 
wird, 80 wird 

je nachdem in dem nicht reellen Quotienten — «»a-f-t/3 /S^Ooder 

ist. Man übersieht nun auch, dafs die Function (T(^) ungeändert 
bleibt, wenn man 2o) und 2m durch ein äquivalentes Grofsenpaar 

2'ZBr = 2jpcD + 2 ja>', 2lBr' «= 2|>'(d + 23' lo' (pj' — j)'g = +1) 

ersetzt; dem 

2^ — 2pij + 2gV, 2^' = 2|)'i2 + 2« iy' 

zuzuordnen ist; und dafs bei positivem Werthe der Determinante 
Pi —qp auch 

wird, wenn SJi(^) ^ ist. 
•• 
Die Ähnlichkeit der Darstellungen von 



' X3t xn 111 i V2q)/ I 



und von ö{x) durch Sinusfunctionen springt in die Augen und führt 
auf die Yermuthung, dafs sin^ aus ö(x) abgeleitet werden kann, 
wenn man o' einen ausgezeichneten Werth beilegt. In der That: läfst 
mmn den positiven reellen Bestandtheil 9%(— •) über alle Grenzen 
wachsen (ohne (o unendlich klein werden zu lassen), so wird 

sin (ä ^--) = ~ ^ = j. (6/*'*(«« - ß) — e-M'*(«'-i^)) = 00 

\ Q) / 2t 2» ^ ' 

und weil dann 

3g« 1 

'^ " 6 20) 

ist, gilt die Gleichung 
und 

22* 
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§ 53. Der Laurent'aohe Sata. 

Wir wenden uns wieder zu allgemein functionentheoretischen 
Fragen und vor Allem zu dem L au r entaschen Satze, der aussagt, 
dals man eine eindeutige analytische Function f{x)^ die in der Um- 
gebung jeder Stelle x^ eines um einen Punkt x '^ c gelegenen ring- 
förmigen Gebietes, wo 

R^<\x — c\< J?2 

ist, regulären Verhaltens bleibt, daselbst einheitlich durch eine nach 
positiven und negativen Potenzen von {x — c) fortschreitende Potenz- 
reihe ' 

darstellbar ist. 

Bei dem Beweise*) dieses Satzes kann man voraussetzen, dafs 
c = und f(x) eine ungerade Function sei, die bei der Vertauschung 
von — X mit x ihr Zeichen wechselt^ weil jede Function F(x) als 
Summe einer geraden und ungeraden Function 

und somit auch als Summe 

f^{x) + xf^{x) 

darzustellen ist, wo fi{x) und f2{x) ungerade Functionen bezeichnen. 
Sobald der Lauren t'sche Satz für ungerade Functionen /'(o;) bewiesen 
ist, gilt er allgemein. 

Wenn wir aufserdem f{x) apf die Form bringen 

und für die Functionen f(x) -f-/^(— ) und f{x) — /"(— ) die verlangte 

Entwicklung beweisen, haben wir wieder alles Nothwendige geleistet. 

Wir setzen ferner fest, dafs die Radien R^ und R^ des Bing- 

gebieteS; an dessen Stellen sich f{x) regulär verhält, der Bedingung 

genügen 

R^R^ = 1, 

denn andernfalls führt die Substitution x =» ^i2, R2 y zu einer Func- 
tion von y^ die in einem durch Radien r^ und r^ definirten Gebiete 
''regulär ist, für welches r^r^ = 1 gilt. 

Sollte ü| Null oder der gro&ere Radius R^ unendlich sein, so 
beschränke man das Gebiet zunächst auf ein anderes mit den Radien 
JB,' und R^ und gehe von diesem zu einem neuen, wo r^'r^ ^^ 1 ist. 

*) Entnommen aus Schaeffer's Abhandlnng: Actamathcmat Bd. 4, p. 375. 
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Unter den ringförmigen Bereichen um die Stelle Null mit zwei 
Radien 12,, üj (i2| i22 «=» 1) wähle man ferner eines, bei dem der 
gröfsere Radius 

d. h. gröfser als die positive Wurzel der Gleichung a =2. Dann ist 

B,<y2-i, |>^+|, Js.-i>2. 

Beschränkt man hierauf die Orofse 

, 1 

auf den Bereich, wo |;ef| < 1^2 jy ) so wird 

/•w + Kt) 

daselbst eine eindeutige Function von z sein, denn jedem Werthe 0q 
innerhalb des Kreises B^ — -p- um die Stelle j? = entsprechen nur 

X Werthe Xq und Xq = — , in deren Umgebung f(x) der Voraus- 
setzung zufolge regulären Verhaltens ist. Es läfst sich deshalb 

«pW -/■(*)+/■( v) 

in der Umgebung jeder Stelle jSq des genannten Bereiches nach Po- 
tenzen von — ^Q entwickeln. 

In der That kann man ja x — Xq und und dann auch 

X Xq 

f(x) und f( — ) in der Umgebung jeder von jgf = + 2 verschiedenen 
Stelle durch Potenzreihen nach z — z^ ausdrücken. Und wenngleich 
diö Entwicklung der Differenzen {x — x^ und ( ) in der Um- 

gebung der Nullstellen der Discriminante unserer Gleichung zwischen 

X und z\ 

x^ — iPiß? + 1 = 

d. h. in der Umgebung von jgr = +2, dem a?Q = iCo' = +1 entspricht, 
nicht möglich ist, so ist ip{z) daselbst trotzdem regulär, weil die Ver- 
einigung der aus den Reihen 

/•(a:) = 5ß, (» - 1) und ^(1) = gj, (± _ l) 
und 

Aa;) = 5p,(a; + 1) und /•(!) = ^,(1+ l) 
entstammenden Glieder 

cü\x—\y und ai'^(-^-iy 
beziehungsweise 

a?'(a;-,-l)' und at'"(l - l)' 
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eine ganze rationale Function von — 2 oder i9-f-2 wird. Man kann 
nämlich eine Summe 

als rationale Function von z ausdrücken , da 

ist. 

Darnach läfst sich 9 {e) innerhalb des Kreises \b\'^ ^^^'S. durch 

eine einzige Potenzreihe ^{b) und fix) + /*(—) ^^ dem Bereiche, wo 

N + ||-|<-B,-i, 

durch die Reihe 

darstellen. Diese nach positiven und negativen Potenzen von x zu 
ordnende Reihe convergirt aber für alle Stellen des durch zwei Radien 

Q und — definirten Ereisringes, wo q durch die wegen der Bedingung 
JBj > ^2 + 1 stets vorkommende positive Wurzel der Gleichung 

P + 4-B,- ' 



9 ^ -Bi 

bestimmt ist. 

Wenn nun f(x) + fy-) in dem Bereiche — < |a;| < p die Ter- 

langte Darstellung findet, so wird die Gleichung 

nach dem Princip der Fortsetzung auch in dem Gebiete 

^<\x\<R, 

gelten. 

Setzt man andrerseits ^ 1 «. 

so kann man die innerhalb des Kreises |g| = i22 — -^ eindeutige Func- 
tion von i 

durch eine Potenzreihe ^(J) und darnach f{x) + /"( ) in unserem 

Kreisringe durch eine Reihe 



"2^ 



h^3^ 



darstellen. 
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Dasselbe gilt für die Function 

m "= 4 {m + /•©) + \ {m + K-i)) ■ 

Sind die zwei ursprünglichen Radien R^ und iJj {B^ R^ = l) an die 
neuen Ungleichungen geknüpft: 

1 ^ B,i n+i 

80 kann man den neuen Fall auf den früheren zurückführen, indem 
man f(x) durch eindeutige Functionen einer Variabelu y ausdrückt, 
für die das zugehörige Ringgebiet, in welchem sie regulären .Verhal- 
tens sind, die frühere Bedingimg erfüllt. 

Ist die n** Potenz von -^ grofser als ^--^— y so setze man a?"=y. 

Bezeichnet dann a eine n*** primitive Einheitswurzel und führt man 
die n Functionen 

(^ = 0, 1, . . .n — 1) 
ein, durch welche f{x) in der Form 

/i=0 ^ 

auszudrücken ist, so sind die n Functionen /^ in einem dem Kreis- 
ringe von f(^x) entsprechenden Bereiche der verlangten Beschaffenheit 
eindeutige Functionen von y^ denn einem Werthe y^ aus diesem Be- 
. reiche gehören n Werthe von x zu , die in dem regulären Gebiete von 
f{x) liegen. 

Da ferner jeder Bestandtheil {a^xYf{a'^x) von ^ nach ganzen 
Potenzen von x — x^ und x — Xq nach ganzen Potenzen von y — y^ 
zu entwickeln ist, so kann man jede der Functionen /^ nach positiven 
Potenzen von y — y^ nach positiven und negativen Potenzen von y 
darstellen. Setzt man wieder y=saa^^ so ergeben sich für die n Func- 
tionen ffi, nach positiven und negativen Potenzen von x fortschreitende 
Reihen, und demgemäfs wird f{x) in dem Bereiche JBi < |a;| < üj 
in der Form 

fi:=.0 •''^ ^^— OD 

ZU entwickeln sein. Damit ist der Laurent 'sehe Satz in allen seinen 
Theilen bewiesen. 

Die Reihe 



^^-*& 



/* = i 
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con vergilt für alle Stellen der Umgebung JB| des Punktes <x>, und 
wenn jß| kleiner ist als jede beliebig kleine Gröfse, so stellt diese 
Reihe offenbar eine beständig eonvergente d. h. ganze Function des 

Argumentes — dar^ die für >-=0 verschwindet. Damit ist klar, dafs 

eine eindeutige Function in der Umgebung jeder isolirten siugulären 
Stelle c in der Form 

darstellbar ist, wo Q eine mit dem Argument verschwindende ganze 
rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem die Stelle 
c eine aufserwesentlich oder wesentlich singulare ist. Sobald c aber 

eine reguläre Stelle ist, mufs 6r(— ^— ) identisch verschwinden. 

§ 54. Das Mittag -Leff 1er 'sehe Theorem. 

Wir gehen nun zur Lösung der zweiten der zu Eingang dieses 
Capitels gestellten Aufgaben, eine eindeutige analytische Function mit 
unendlich vielen vorgegebenen singulären Stellen , die eine Grenzstelle 
haben, als Summe solcher Functionen dar zustellen , deren jede aufser an 
einer Häufungsstelle nur an einer der gegebenen Stellen irregulären Ver- 
haltens ist.*) 

Wir zeigen zunächst, indem wir denselben Gang wie bei den 
ganzen Functionen einschlagen , dais man stets eine eindeutige analy- 
tische Function bilden kann, welche überall regulären Verhaltens ist, 
ausgenommen in der Umgebung der von einander verschiedenen 
Stellen 

1 } 2 7 ' ' ' ^Vf • * * 

mit der einzigen Häufungsstelle x^b, und welche in der Umgebung 
einer Stelle a, in der Form 

^'{s^J + *'(*-«*) 

darstellbar ist, wo O-J—^ — ] eine vorgegebene ganze rationale oder 

transcendente Function des Argumentes -3-— bedeutet, die mit — ^^ — 

verschwindet. 

Ist die Reihe singulärer Stellen o, endlich , so gibt es keine Grenz- 
stelle b und 



PW-C+^G.(^) 



*) Siehe Weierstrafs, Fanctionenlehre S. 53, und Mittag-Leffler, Acta 
mathematica Bd. 4. 
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ist eiue analytische Function der verlangten Art. Umgekehrt ist jede 
eindeutige analytische Function mit den singulären Stellen a^, a2, . . . 
a« durch einen Ausdruck der genannten Art darstellbar, denn die ein- 
deutige Function F{x) verhält sich in der Umgebung der isolirten sin- 
gulären Stelle Oy wie ein Ausdruck 

wo G^ eine ganze rationale oder transcendente Function bezeichnet, 
je nachdem a^ eiue aufserwesentlich oder wesentlich singulare Stelle ist. 
Die Differenz ^ , . . 

verhält sich dann überall regulär und kann daher nur eine Gon- 
stante sein. 

Der obige allgemeine Satz von Mittag-Leffler wird dadurch 

abgeleitet; dafs man aus den gegebenen Functionen G^f-^ — ] eine 
Reihe anderer Functionen F^{x) dergestalt ableitet ^ dafs jede Differenz 

eine Function mit den zwei singulären Stellen a^ und b oder eine Con- 

co 

staute wird und gleichzeitig die Summe ^^F^{x) in jedem Bereiche^ 

ys=l 

der keine der Stellen a und h enthält , unbedingt und gleichmäfsig 
convergirt. Dann ist nämlich diese Summe die verlangte Function 

und jede andere entsteht durch Addition einer ganzen Function G( _^jJ ' 

Weierstrafs nimmt eine unendliche Reihe positiver Gröfsen £,, e^y 
£3 ; . . . von endlicher Summe auf und eine positive Gröfse f < 1 , setzt 

dann, wenn «^ = oder 00 ist, jFV(a?) = GJ—^ — ), entwickelt aber 
in jedem andern Falle die gegebene Function 



G 



V 



\x-aj {x-a^) ^ {X- a^f ^ (x - a^)3 ^ 



I a — 5 1 

in eine innerhalb des Bereiches ^ < 1 converccente Reihe 

0?— ° 



S<'(^)'' 



die für h '^ 00 die Form 

-S/''(i)' 

erhält und convergirt, solange — < 1. 
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Im ersten Falle ist 



^ 1.2.3 \a:-ft/ ^ J 

und die Coefficienten A^^^ werden der Reihe nach 



Ä(^) - 



A^y) 



'-1 



a,-6 



'— 1 



— 2 






^i'') 



'— 1 



2 <^--j 



-8 






Ä 



W 



'-1 



j»— 1 C_-2 






(|*-l)(^-2) ÖÜ?3 



21 



~X I- • • • -4- 



, (^-l)(ft-2)...(fi~(r-l)) gJ!V , cÜ^^ 



(«•-1)1 
Qsw. Im zweiten Falle hingegen wird 



(«*-*)' 



(«»-*r 



•VT d!' •^ «I?« 1 



(-i)Vl> 



und nun gibt der Vergleich der Coefficienten 



00 



A" 



Vr_ 



.M 



V. 









^?'-2<(-i) 



«=1 

OD 



21 



.X » 



. . . Ä(*) = "Vr— 1^« «(«+i) --( «+>*-i) *^» 

f ^\ '■> 1.2...,» «» 

_ V /•_ n. (i» + i)(>* + g)--(M + «-i) f^ 

— ^/ V 1.2. ..(x-l) a* '■■■ 
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Ist dann b nicht unendlich , so kann man eine positive ganze Zahl 
niy 80 bestimmen; dafs der absolute Betrag der Reihe 

an jeder Stelle des durch die Bedingung: 

definirten Bereiches kleiner wird als £y, und ist & = cx>; so läfst sich 
my derart angeben ^ dafs 

1 M^ I 

an jeder Stelle des Bereiches — ^ * < 1 kleiner wird als a,, und 



«* 



ist die gesuchte Function. 

Um zunächst ganze Zahlen m^ der geforderten Beschaffenheit zu 

finden, beachte man, dafs GtA—z, — ) für jeden endlichen Werth des 

Argumentes unbedingt convergirt. Wenn man dann den Werth der 
Summe: 

x = l »v 

för einen positiven eudlichen Werth von \y = \x — ay\ mit g^f^ be- 
zeichnet, so werden die Goefficienten c^ den Ungleichungen genügen: 

und je nachdem 6 unendlich oder endlich ist; wird: 

J, \-(M+i) 



oder 






Wählt man in dem Falle & «s oo eine positive Grofse /3 den Bedin- 
gungen gemäfs 

/J<1 und ]4^<1 
und die Grofse ^^ so, dafs 



h 



a 



und versteht unter Sq eine positive Grofse ^ die kleiner als 1, aber 
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gröfser als ^--^ ist, so wii-d in dem Bereiche 



vi^xi) 



»(») 



fl = IHy+i 









< £ 



1-^ 1-«« ' 



denn es ist schon 



00 



2 

A* = »*» + ! 



<'(i)'|<?t^G:-,r'-^ 

1-P 



und man sieht, dafs man m^ nur der Bedingung 






my+l 



<«^ 



1-P l-«o 

ZU unterwerfen hat; um in der zugehörigen Function F^{x) eine der 
gesuchten Art zu besitzen. 

Ist h endlich, so wähle man eine positive Grpfse a derart , dafs 

>« und \x — ar| = S»<|ay — h\a 



l + a 



ist, dann wird für jeden Werth des Bereiches 



x — b 



<s 






und umsomehr 



ff «'"»+* 
^€ i + « 1-,, ' 



wenn nur b^ eine positive Grölse kleiner als l und gröfser als (l-{-a)£ 
bezeichnet. Die Zahl m, suche man daher aus der Ungleichung: 



P>+^ 



•»• 



^f l + a 1-fo 

Ist hierauf x^ eine von den gegebenen Stellen a, , a, , . . . und & 
verschiedene Stelle ^ so gibt es auch einen endlichen Bereich \x — Xq\ 
<^Qf der keine dieser Stellen enthält. Bezeichnet dann d eine beliebig 
kleine positive Gröfse, so wird man schliefslich eine ganze Zahl n so 
bestimmen können, dafs für jeden Werth des Bereiches \x — ^ol^Q 



x — b 



<e (v = l,2,...) 



wird, denn es war ja lim \at — 6| = und x — b sinkt nicht unter 
jeden Grad der Kleinheit herab. Weil daselbst auch 

\Fn^{x)\ < Bn-^ (V = 1, 2, . . .), 

so leuchtet ein , dafs man n gemäfs der für die gleichmäfsige Conver* 



Darstellung der eindent analyt. Functionen einer Veränderlichen. 349 

00 

genz der Reihe ^F^(x) noth wendigen Bedingungen wählen kann; 



» = 1 



< 



d. h. entsprechend der Ungleichung: 

OD 
y = 1 

Deshalb aber convergirt auch die um eine endliche Anzahl von 
Gliedern F^{x) vermehrte Summe 

00 

in einer Umgebung der Stelle Xq gleichmäfsig und läfst sich dort in 

eine Potenzreihe 

^{x\x,) 

entwickeln und definirt somit wirklich eine analytische Function F(x). 

Ist keine der Stellen a, und auch b nicht unendlich, so kann 

man diese Function F(x) in der Umgebung :r =» oo durch eine Reihe 

^$(— J darstellen; aber in einem Bereiche: 

der aufser a^ keine andere Stelle a^ enthält , wird die Differenz 

F{x) - F^{x) 

durch eine Potenzreihe '^{x\ai) zu definiren sein, d. h. man hat 
daselbst i 

und falls ax^^ oo ist, 

Darnach besitzt die Function F{x) in der That das genannte V^er- 
halten und definirt eine eindeutige analytische Function mit den un- 
endlich vielen singulären Stellen a, und &, von denen Oy je nach der 

Beschaffenheit der ganzen Functionen <?r(— 3 — ) eine aufserwesent- 

lich oder wesentlich singulare Stelle sein wird.*) 

Bei der Gonstruction von F{x) blieben noch unendlich viele Grö- 
fsen gewissermafsen willkürlich, darum gibt es auch unendlich viele 
Functionen der verlangten Art. Die Addition einer überall aul'ser in 



*) Vergl. auch Casorati, Aggpiunte a recenti lavori dei Signori Weierstrafs 
e Mittag-Leffler (Annali di matematica pura ed applicata perle II', tomo X. 
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b regulären Function zu F(x) — und das roufs eine ganze Function 
G(- —,) sein — gibt wieder eine Function derselben Beschaffenheit. 

Indem man ^witt) ^och in eine gleichmäfsig convergente Summe 
ganzer Functionen jr^f-^—gj zerlegt und Fv{x) -i- g^ mit Ov{x) be- 
zeichnet; erscheint auch die neue Function als Summe unendlich vieler 
Functionen, deren jede aufser b nur eine singulare Stelle a, besitzt. 

Ist umgekehrt eine eindeutige analytische Function F{x) gegeben, 
deren Stetigkeitsbereich durch die Stellen 

^li ^2> ^s> • • • 

und die Häufungsstelle b begrenzt ist, und die femer in der Umgebung 
der isolirten singulären Stelle a, in der Form 

darstellbar M, wo G^ eine mit dem Argument verschwindende 

ganze rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem 
Ov aufser wesentlich oder wesentlich singulär ist, so leite mau aus den 
Functionen Gy in der angegebenen Weise die Functionen Fy{x) und 

dann ^Fy(x) ab. Darauf wird 



» = i 






»=1 



nur eine ganze Function G (— ^ v) sein. Nach der Zerlegung 

und der Vereinigung Fy(x) + ff9\z.~i) =* ^r(^) ^'^d die gegebene 

Function F{x) durch eine unendliche Summe analytischer Functionen 
dargestellt, deren jede neben b nur eine einzige singulare Stelle a, 
besitzt. Damit ist der zu Beginn dieses Paragraphen verlangte Satz 
in dem Umfange bewiesen, dafs die Stellen a^ auch wesentlich sin- 
gulär sein können. 

Wir machen noch eine Bemerkung über die Ermittlung der ganzen 
Zahlen m,. Die eindeutige Function F{x) besitze die unendlich vielen 
aufserwesentlich singulären Stellen erster Ordnung 

Ct\ f ^2 7 ■ ■ ■ ^y? ... 

unter denen die Null nicht vorkommen soll, und die wesentlich sin- 
gulare Stelle cx). Heifsen femer die den Stellen o, zugeordneten Func- 
tionen 
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G. 



80 bilde man 



\x - a J 



c 



— 1 



fiiy-l 



OO 

Wir wissen bereits, daf8^jFV(ir) gleichmäfsig convergirt, wenn Wy 
diejenigen ganzen Zahlen sind, für welche 

V I _L (JL\^\ («) 

beständig convergirt. Wenn also a, ^a,,... die Nullstellen einer 
ganzen Function m^^^ Raoges sind, so hat die Function mit den aufser- 
wesentlich singulären Stellen erster Ordnung (c^i; ^2' • - •) ^^^ Gestalt: 

^^ fit») ai« 

^''' - =§.T#^ + '''^'' 

und darin bezeichnet d^^ den Coefficienten von (x — a^"^ in der Ent- 
wicklung der Function F(x) um die Stelle Oy. 

Sind die den singulären Stellen einer gegebenen Function F(x) 
zugeordneten Functionen 

* und ist die Bedingung (a) erfüllt, so kann man bei der Bildung von 

Wy «s Wy — Ä setzen. •) 

. Man kann jetzt die frühere Function p{x) auch durch die Forde- 
rung einführen: es ist eine Function herzustellen, welche an allen 
Stellen 

w — 2f*(» + 2ft'cj', ft, ^' = 0, +1, +2, . . . 

unendlich wird wie -. r: . Sie mufs dann die Form haben: 

[X — «7;* 



*) Diese Wahl der Gröfsen m^ ist mit der Bemerkung zu begründen, dafs 
die Function F(a;) mit der (Ä— 1)»«" Derivirten der logarithmischen Ableitung von 

— abgesehen von den Coefficienten c^^^ — übereinkommt. 
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Wenn noch verlangt wird; dafs diese Function doppeltperiodisch ist; 
kann G(x) — wie wir später sehen werden — nur eine Constante sein, 
und diese ist Null zu setzen, wenn man z. B. annimmt, dafs 



liin(i>(«)-^.) = 



» = 

wird. 

Eine andere Anwendung bestehe in der Darstellung der Function 
7C seoTCX als Summe rationaler Functionen. 

Weil die Entwicklung von cos xx in der Umgebung der Nullstelle 

X = — T-^ Diit dem Oliede 

^ (- iy-^\x — ^) = [~-j^-) {x — ^) 

beginnt, wird die der Unendlichkeitsstelle a; =» ~2~ ^^^ ^ ^^ ^^ 
zugehörige Function: 






und somit 



% sec jt x = 



»=— • ' — \X ' — I 

2 V i l 



doch hierin kann G{pi) nur eine Constante und zwar % sein. 
Entwickelt man dann in: 



CO 

sec a; 






v = 



jedes einzelne Glied nach Potenzen von ofl und summirt alle Potenz- 
reihen, so erhält man 



sec X " \ 
Die hier auftretenden Summen: 



i+2(^cr.^,^';-:f...) 



i 1 1 L 



bestimme man dadurch, dafs man den Quotienten 

1 ^ 1 

~^, «.«" cos X 

y = 
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in der Umgebung der Stelle a?<=sO in eine Potenzreihe entwickelt und 
die Ooefficienten gleichnamiger Glieder vergleicht. 
Dabei wird 

^(2v + l)« 2»' ^ (2»+l)» 8 2«''** 

»=0 »=0 



§ 55. EFweitening des Mittag-LefTler'schen Theorems«*) 

Der obige Mittag- Leffler'sche Satz läfst sich auf den Fall aus- 
dehnen, wo in dem Bereich der unbeschränkten Variabein x irgend 
eine isolirte Punktmenge Q gegeben ist: 

und eine Reihe ganzer rationaler oder transcendenter Functionen 

die mit dem Argumente verschwinden. Auch dann gibt es eine in der 
Umgebung jeder, weder der Menge Q., noch deren abgeleiteter Punkt- 
menge Q' angehörigen Stelle x^ reguläre Function F{x), die in der 
Umgebung jeder isolirten Stelle o, in der Form 

^'(^,) + *'(*-«') 

darstellbar ist. 

Enthält Q' nicht wie früher eine einzige Stelle, so kommt es 

offenbar darauf an, die Menge Q derart abzutheilen, dafs zu jeder 

Theilmenge (?^ oder - 

aV*^ a^\...a^> ... 

eine Häufungsstelle &^ gehört und diese Menge der Bedingung 

lim|air^- &^| — 

^. geoH.M ,,^J'^.. oa„ ^ ^ ^H Wk.e ..„ 
beliebig kleinen Grofse @^ ein n finden kann, für welches 

|a!ri,-5^|<0M (v = 0, 1,2,...), 
denn dann läfst sich jede Theilmenge Qfi und die Reihe zugeordneter 

Functionen G^H ^A zur Construction einer Function F^^{x) mit 

den singulären Stellen a^^ (i/ <» 1, 2, . . .) und 6^ verwenden und es 
steht zu vermuthen, dafs 

^FiM) (X) 

eine Function der verlangten Art sein wird. Wenn Q' nur aus einer 



*) Siehe Mittag-Leffler a. a. 0. 

Biermann, Fnnotioneutboorio. 23 
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endlichen Anzahl von Stellen bfi besteht, ist die besagte Theilung von 
Q in Mengen Q^ gewifs möglich und die Summe einer endlichen An- 
zahl von Functionen F^^{x) gibt gewifs eine an jeder nicht in der 
Punktmenge Q -{- Q' enthaltenen Stelle reguläre Function. 

Besteht aber die Punktmenge Q' aus unendlich vielen Stellen, so 
ordne man am besten jeder Stelle ch eine von Q' h^ derart zu, dafs 

lim I a» — 6y I = oder | a» — 6, |< ® (^ ^ •*) 



«F^OO 



wird. Das ist möglich, denn sind die Stellen von Q' kurzweg h ge- 
nannt, so gehört zunächst jeder Stelle a, eine untere von Null ver- 
schiedene Grenze q^ des absoluten Betrages 

|a, — 6| 
zu. Diese wird erreicht, d. h. es gibt eine Stelle &,, wo |a, — &y| «= p» 
ist. Gibt es nämlich unendlich viele Stellen 

und definiren die absoluten Beträge |a, — ¥f^^\ die Grenze p,, so ist 
die Häufungsstelle der h^\ die als eine der zweiten abgeleiteten Punkt- 
menge von Q angehörige Stelle auch in Q' enthalten ist, die verlangte 
Stelle &,. 

Gerade eine solche Stelle i^ ordne man a, zu. Dann kann man 
nach Annahme einer beliebig kleinen Gröfse ® nicht mehr unendlich 
viele Stellen a^ angeben, für welche die zugehörigen unteren Grenzen 
py=|ay — h\ gleich oder gröfser wären als ®, denn diese würden eine 
Grenzstelle V definiren und |a^ — &'| wäre für unendlich viele a, kleiner 
als eine beliebig kleine Gröfse und kleiner als &. Darum gibt es in 
der That auch eine ganze Zahl n, sodafs 

Q^ t^@ oder lo^— 6^1 < ö, 
sobald V ^ » ist. *) 

Nach dieser Bestimmung der Stellen &, entwickle man die Func- 
tion G-ti—z, — ) *^ e^^e Reihe: 

die in dem Bereiche .— — ~\ < 1 converjrirt, suche wie früher eine 
ganze Zahl m^ derart, dafs 



y 4^>^''^~^^^'* 



in dem Bereiche 



— — r^ < « < 1 kleiner wird als e^, setze endlich 



*) Natürlich kann unendlich vielen Stellen a, dieselbe Stelle b^ zngehören. 
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^.« - «.(^.) -|/r(Si:)'. 

so ist 

oe 

Fix) = ^F,{x) 

der Ausdruck, welcher in der Umgebung jeder von der Menge Q-{'Q' 
verschiedenen Stelle Xq regulären Verhaltens ist und in der Umgebung 
einer Stelle der isolirten Punktmenge Q durch 



ff»(^,) + %(x - «,) 



dargestellt wird. Jeder andere Ausdruck gleicher Art entsteht aus 
F(x) durch Addition eines neuen analytischen Ausdruckes, der nur an 
den Stellen von Q' nicht regulären Verhaltens ist. 

Zum Beweise zeige man, dafs in einer Umgebung q von x^, die 
keine Stelle der Menge Q-^-Q' enthält, F(x) gleichmäfsig convergirt. 

Nennt man die untere Grenze alier Werthe jx — &| Z, wo o; jede 
Stelle des Bereiches \x — Xq\ < q bedeutet, so dafs also 

\x — br\>l (i/ — 1,2, 3...), 

und setzt fiZ«=®, so wird für alle Werthe v^n, für die jo^ — b^\ 
< © ist, 



X — h 






Weil daselbst 

I TP (nA I ^ c 

00 



so leuchtet ein, dafs bei einer endlichen Summe ^Cy die Reihe 

^, F^ {x) gleichmäfsig conyergiren wird, denn man kann n so 
wählen, dafs 



9 = » 



für alle Stellen der Umgebung q von Xq kleiner wird als eine beliebig 
kleine vorgegebene Grofse 8. 

Da aber auch die Differenz 



00 

^F,{x) - F,{x) 



y=l 



in der Umgebung vod ax gleichmäfsig convergirt, besitzt die analy- 

00 

tische Function F{x) =^Fy{x) und endlich F{x) + 4^(x) die ge- 

nannten Eigenschaften, wenn 0(x) nur mehr an den Stellen b^ irre- 
gulär ist. 

23* 
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Besteht ^er Bereich der gleichmäfsigen Couvergenz eines der ge- 
fundenen Ausdrücke aus einem Continuum, so kann man jedes seiner 
Elemente ^(x\Xq) aus jedem anderen ableiten ; folglich stellt der Aus- 
druck innerhalb des Continuums eine monogene Function dar. Bildet 
die Punktmenge Q-^Q' die Begrenzung mehrerer Continua, die wohl 
gemeinsame Grenzstellen haben können, aber aus deren Innerem kein 
continuirlicher Übergang in ein nächstes Continuum zu bewerkstelligen 
ist, so wird der Ausdruck in dem einzelnen Bereiche eine monogene 
Function vollständig oder blos einen Theil einer solchen darstellen. 
Liegen z. B. die Stellen der Menge (Q -{- Q') alle in einem Kreise 
|a;-a| = r und auf dessen Begrenzung, und kann man aus dem In- 
nern desselben nicht nach den aufserhalb liegenden Stellen gelangen, 

verschwinden ferner die Functionen 6r,[ _- j nicht identisch, so 

wird F{x) innerhalb des Kreises eine monogene Function vollständig 
darstellen; ob aber F(x) aufserhalb des Kreises auch eine eindeutige 
monogene Function darstellt, die nicht in das Innere desselben fort- 
zusetzen ist, das ist noch nicht entschieden. 

Angenommen, es sei bewiesen, dafs es stets eine eindeutige ana- 
lytische Function gebe, die innerhalb eines von einer Punktmenge 
Qi + Q\ vollständig begrenzten Continuums regulär und an jeder Stelle 
Qr der isolirten Menge Q^ in der Form 

H^) + ^'^"^ " "'^ 

darstellbar ist, wo G^ eine nicht identisch verschwindende ganze Func- 
tion bedeutet, die für -^»0 Null ist, so kann man zu der frühe- 

ren Menge Q-^Q^ zurückkehrend folgende Fälle unterscheiden. Es ist 
möglich, dafs eine Theilmenge Qi-^-Qi von Ö+C ^r sich ein Con- 
tinuum %^ vollständig begrenzt, dann existirt innerhalb %i eine mono- 
gene Function F^ix)^ deren singulare Stellen diejenigen der Menge 
Oi + Öi' sind. Enthält nun ^+6' eine zweite Theilmenge ^2+02; 
die für sich ein anderes Continuum ^2 vollständig begrenzt, das aber 
theilweise mit $[, zusammenfällt oder ^, ganz enthält, so existirt vor 
Allem eine monogene Function i^jC^) innerhalb Sl^» ferner gibt es in- 
nerhalb der Bereiche 23i und 332? ^'® *"s Slj und 3I2 entstehen, wenn 
man den %^ und %^ gemeinsamen Bereich 6, von SÜ^ und ^2 ^n Ab- 
zug bringt, zwei Functionen F^{x) und F^(x)^ und endlich existirt 
auch eine monogene Function innerhalb (ü^ . 

Da kann nun der Fall eintreten, dafs ein einziger Ausdruck F{x)y 
wenn er in 21, F^{x) darstellt, gleichzeitig F^(x) darstellen mufs 
oder dafs ein Ausdruck F^{x)f F^{x), F^{x), oder innerhalb ^Jp 6| 
und 252 ^i(^)^ ^bi^)} ^2(^) darstellen wird. 
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Um uns über diese Möglichkeiten zu orientiren , beweisen wir den 
eben genannten Satz über die Existenz einer monogenen Function 
F^{x), deren singulare Stellen (Oi + Öi) einen Bereich 5l| vollständig 
begrenzen, aufserhalb dessen aber noch Stellen existiren, und suchen 
hinterher Ausdrücke zu bilden, welche in verschiedenen Bereichen 
ihrer gleicbmäfsigen Gonvergenz analytische Functionen vollständig 
oder nur theilweise darstellen. 

Wenn man beweisen will , dafs innerhalb eines Bereiches 3ii eine 
monogene Function F^{x) existirt, kann man festsetzen ^ dafs F^{x) 
aufserhalb 9l| nicht regulär sei. 

Bezeichnet man mit i^, h^f h^f-" aufserhalb 91] -f' Qi oder auf 
der Begrenzung dieses Bereiches liegende Punkte und nennt h die 
Punkte von Q^ d. h. die Begrenzungspunkte von 2li+öi, und heifst 
die untere Grenze von \b — b^\ ß^, so kann man die Stellen by derart 
wählen ; dafs die obere Grenze ß der ß^ eine bestimmte endliche 
Grofse wird und dafs nach Annahme einer beliebig kleinen Gröfse & 
auch ein n gefunden werden kann, für welches 

\ay—by\ — ßv<&, 
sobald V ^ w ist. 

Falls die Stellen bt alle der Punktmenge Q/ angehören, werden 

wie früher alle ß^ Null zu setzen sein. 

Bezeichnet 

wieder eine Reihe positiver Grofsen von endlicher Summe und wählt 
man anstatt der einzigen Gröfse £<1 eine unendliche Reihe positiver 
Gröfsen 

für welche lim £^^) = 1 ist, so bilde man aus den unseren Stellen a^ 
zugeordneten (nicht identisch verschwindenden) ganzen Functionen 

6ry[-— — j Fr{x) dadurch, dafs man die Zahlen m, nunmehr der Be- 
dingung gemäfs bestimmt: es soll 



CD 



sobald 



a ~ b 









< s^^K Zu diesem Zwecke hat man ebenso wie früher 



(S. 347 und 348), aber entsprechend den verschiedenen Gröfsen £<•') ver- 
schiedene Hilfsgröfsen ß^^^ und cu^'^ einzuführen. 

Ist by^^ooj so entnehme man ntv der Ungleichung 



1 _ pf) 1 _ 4') 

und wenn by endlich ist, der Uugleichang 



< f», 
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WO die Bedeutung und Beschaffenheit der Gro&en g^^^ ^ ßf^\ a^^) and 
£<^) nicht mehr erklärt zu werden braucht. 

Bezeichnet dann x^ eine Stelle ron ^, -f- Q^ und enthält der Be- 
reich \x — Xq\<q keine Stelle von Q^ + Q^t au&er etwa x^^ so kann 



«r — ^ 



« — 6y 



für alle Stellen 



man eine ganze Zahl n derart finden, daTs 

dieses Bereiches kleiner wird als b^^^, wenn nur v^n ist. 

In der That: durchläuft x wieder alle Werthe des genannten Be- 
reiches und sucht man die untere Grenze 2 von 

|a;-M-/J. (v = l,2...), 
so ist 

für alle a; -Werthe des Bereiches \x — äTq!^ 9. Ist dann ®<Z, so wird 
wenn v'^n^ und ebenso 






"^ 7 



^ + ß. 



Da aber ^ , ^^ ^ y^^ , wo /J wieder die obere Grenze der ßp ist, so 



wird auch 



x — h^ 



< 



S + ß 
l + ß 



Wenn man nun mit Rücksicht auf den endlichen Werth von ß und 
die Ungleichung @ < 2 ein n, so bestimmt, dafs 



so wird auch 



f^<^^> (v^n,), 



x — b^ 



<«(^) 



sein, wenn v grofser oder gleich ist der grofseren der ganzen Zahlen 
f»! und nj. 

Nunmehr ist die Existenz der innerhalb 9l| monogenen analytischen 
Function JPj {x) erwiesen , denn der Ausdruck 



00 



^Fr^) 



» = 1 



definirt eine Function mit den geforderten Eigensch^ten und jede an- 
dere geht durch Addition einer blos an den Stellen %n Q/ irregulären 
Function hervor. 

Umgekehrt läfst sich eine eindeutige Function F{x) mit den sin- 
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00 

gulären Stellen a], a,... als Summe eines Ausdruckes ^]Fy{x) und 

einer Function darstellen j die nur an den Stellen der aus der isolirten 
Punktmenge {a^y »2;...) abgeleiteten Menge Q' nicht regulären Ver- 
haltens ist, denn nach dem Laurent'schen Satze kann man F(x) in 
der Umgebung von a^ in der Form 

ausdrücken. 

§ 56. Arithmetische Ausdrücke, die mehrere Functionen ganz 

oder theilweise darstellen. 

Es soll nunmehr untersucht werden ^ ob ein und derselbe Aus- 
druck in verschiedenen Bereichen seiner gleichmäfsigen Convergenz 
verschiedene Functionen vollständig oder nur theilweise darstellen 
kann^ oder ob er in manchen Bereichen Functionen yoUständig und 
in anderen nur theilweise darstellt. 

Diese Frage ist von der oben angeregten verschieden ^ und wir 
werden hier nicht erfahren, ob die früher construirte Function F{x) 
mit den singulären Stellen {Q'\-Q^ in den continuirlichen Bereichen, 
die man erhält, indem man die Menge Q-^Q' aus dem Bereiche der 
unbeschränkten Yariabeln ausschliefst, lauter monogene Functionen dar- 
stellt, die über diese Bereiche nicht fortzusetzen sind. Wir werden 
uns aber mit der Antwort auf die erste Frage begnügen und es als 
wahrscheinlich hinstellen müssen, dafs F{x) nicht blos monogene 
Functionen vollständig darstellen wird. 

M. Tannery hat eine Reihe gebildet, die in der Umgebung jeder 

Stelle Xf für welche |^|^1 gleichmäfsig convergirt und den Werth 

+ 1 oder —1 besitzt, je nachdem |aj|^l ist 

Er geht von der Bemerkung aus, dafs unter der Annahme einer 
unendlichen Reihe positiver ganzer Zahlen 

mit der oberen Grenze 00 

limi±4^ = +l 

. •••I ' — 

»=00 1 — X 

ist, je nachdem |^| ^ 1 ist. Setzt man dann 



1 — X 



so ist 



1-«"° iJ^ill-*"" l-x""-'/ 
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-^■*--^+2 



2rcV-iU*^""''-^-l) 



05 + * # V y> 



die verlangte Reihe. Bezeichnet hierauf x eine rationale Function von 
x^ 80 wird die Gesammtheit der Stellen x^ für welche der absolute 
Betrag von x' gleich 1 ist, in dem Bereiche der Variabein Continna, 
in denen \x\ kleiner ist als Eins, von continuirlichen Bereichen tren- 
nen, wo |a;'| > 1. Dann aber ist y^ix') =^ x{x) die Summe unendlich 

vieler rationaler Functionen, die in den Bereichen, wo |a;'|^l ist, den 
Werth ^^ 1 besitzt; aber dort, wo |a;'| = l ist, convergirt xi^) nicht. 
Ist X nur eine lineare Function von a; — 6 4-*^- 

«« + (? 

y< 

wo die Goefficienten durch Division von }/aä — ßy stets so umzuwan- 
deln sind, dafs ad — ßy bs^ l wird, so wird die Gleichung eines 
Kreises um die Stelle m -f- tn in der Form: 

|ä? — (m + in)\ «= r 
oder 

Mi^ + V^) - 2m^6 — 2nÄ^ + (m« + n^ — r'^)Ä — 

oder in der Form zu schreiben sein: 

äxXq + Bx + BoXq + C = 0, 

wenn x^ und Bq die conjugirten Werthe von x und B und Ä und C 
reelle Grofsen sind. Das aus diesem Kreise durch die Substitution 

x'=f{x) und a;-„ «ogo + Po 

abzuleitende Gebilde: 

A{ax+ß){a,x, + ßo) + B{ax + ß)(y,x, + d,) + B,{a,Xo + ßo){yx+d) 

+ C{yx+d){y,x, + d,) = 
oder 

xxQ^Aaa^ + Bay^ + B^a^y + Cyy^) 

+ X (Äaß, + Bad, + B,a,d + Cyd,) 

+ x,{Äa,ß + Bßy, + B,ß,y + Cy,8) 

+ (^^^0 + Bßd, + B,ß,8 + Cddo) = 0, 

wo «0, /3q, ;/q, ^0 die a, ß, y^ d conjugirten Gröfsen sind, ist o£Fen- 

bar wieder ein Kreis. 

Wir theilen die Variabeinebene nun durch beliebige Kreise 

von denen niemals zwei einen Bereich gemein haben, in n-j-1 Theile 
und bestimmen n Functionen. 
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_ a^x + ß^ 

SO dafs \Xv\ auf dem Kreise |a; — a^l = n gleich Eins ist. Dann hat 
\x^\ innerhalb des Kreises stets einen Werth ^1 und aufserhalb des- 
selben einen Werth, der ^ 1 ist. 

Ist z. B. \Xy\ (i/=I, 2, . . . n) in dem Bereiche |a? — a^l < u klei- 
ner als Eins und sind 

F,{x), F,{x),...F^(x) 

eindeutige Functionen , deren Stetigkeitsbereich blos durch eine unend- 
liche Anzahl aufserwesentiich und eine endliche Anzahl wesentlich 
singulärer Stellen begrenzt ist^ auf dafs sie in einem unendlichen Be- 
reiche regulär sind, so hat der Ausdruck 



F,(^) + Y^fCl + ^ W) (-FVl«) - F,{x)) 



v=r 1 

die Eigenschaft, die Function Fr{x) so lange darzustellen, als x inner- 
halb des Kreises r^ liegt, und Ff^{x) darzustellen, so lange x in dem 
Kreise r^ sich befindet, d. h. derselbe Ausdruck stellt in verschiedenen 
Theilen seines Gonvergenzbereiches verschiedene Functionen nur theil- 
weise dar. Sollten aber die Functionen i^i(Ä?), ... F«(a;) nur innerhalb 
der Kreise r, . . . r», und sollte Fq(x) aufserhalb aller Kreise allein 
existiren, so stellt derselbe Ausdruck verschiedene Functionen voll- 
standig dar. 

Sind andrerseits die n Kreise so gewählt, dafs jeder von dem fol- 
genden umschlossen wird, wobei der Bereich der Variabein x wieder 
in n-|-l Theile gesondert ist, so wird der Ausdruck 

n 

1 (F^x (X) + F^ (X)) -y2 (-^-+1 (^) - FAx))i>(!Br) 

in dem ersten Kreise F^(x), in dem daran grenzenden ringförmigen 
Gebiete F2{x) usw.,. endlich aufserhalb des letzten Kreises Fn+i{x) 
darstellen. Wenn die Functionen F^ {x) . . . Fnr\-i{x) nur eine endliche 
Anzahl wesentlich singulärer Stellen besitzen , stellt der genannte Aus- 
druck in den einzelnen Bereichen Theile verschiedener Functionen dar, 
wenn aber F^(x) innerhalb des ersten, F^ix) innerhalb des zweiten 
usw., Fnr\-i{x) innerhalb des letzten Bereiches allein existirt, repräsen- 
tirt derselbe Ausdruck mehrere Functionen vollständig, und wenn end- 
lich JP, (2;) innerhalb des ersten Kreises, ^zip^) ^^ ^^™ zweiten Kreise 
und Fn4.i(x) innerhalb der ganzen Ebene existirt, so bringt unser 
Ausdruck eine Function, nämlich F^{x), vollständig und die übrigen 
nur theilweise zur Darstellung. 

Wir sehen also an diesen einfachen Beispielen , dafs alle der früher 
genannten Fälle vorkommen. 
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Das Wesentliche dieser Erörterungen besteht aber in der Erkennt- 
nis, dafs der Begriff der monogenen Function mit dem Begriff einer 
durch Crröfsenoperationen ausdrückharen Abhängigkeit nicht vollkommen 
eusammenfälÜ,*) Uud wenn man zwei Functionen als identisch er- 
kennt, die in der Umgebung einer Stelle a^o für unendh'ch viele Werthe 
mit der Häufungsstelle x^^ Qbereinstimmen, so ist die Identität zweier 
Ausdrücke, deren Bereich gleichmäfsiger Convergenz aus verschiedenen 
Gontinuis besteht, erst dann erwiesen, wenn man die Identität der 
verschiedenen Functionen, welche sie darstellen, erkannt hat 

• 

§ 57. Darstellung eindeutiger Functionen durch Froducte. 

Es ist schon früher geglückt, nicht allein die ganze, sondern 
auch die eindeutige Function mit einer wesentlichen und unendlich 
vielen au&er wesentlich singulären Stelleu durch den Quotienten unend- 
licher Producte von Primfunctionen darzustellen. 

Die Darstellung einer eindeutigen Function durch unendliche Pro- 
ducte soll nunmehr verallgemeinert werden. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir eine isolirte unendliche Punkt- 
menge Q an, die mit Q' vereinigt ein Gontinuum 91 vollständig be- 
grenzt, ordnen den Stellen von Q 

m 

ivi , (i'2} ... (*Vf • . • 

positive oder negative ganze Zahlen 

9t 1 , 92'2 } • • ' n^f . . . 

■ 

zu und beweisen zunächst, dafs es stets eine monogene eindeutige 
Function F{x) gibt, die in der Umgebung jeder Stelle von Sl regu- 
lären Verhaltens ist, an den Stellen a, von der «,*•" Ordnung Null 
oder unendlich wird, je nachdem n, positiv oder negativ ist und in 
der Umgebung jeder solchen Stelle auf die Form 

gebracht werden kann, womit gesagt ist, dafs sie daselbst aufser an 
der Stelle a^ weder verschwindet noch unendlich wird. Die Stellen 
der Punktmenge Q^ sind wesentlich singulare Stellen von F{x). Um- 
gekehrt wird aber jede Function dieser Eigenschaften in derselben 
Weise auszudrücken sein wie F{x). — 

Man ordne jeder Stelle a^ wieder eine auf der Begrenzung von 
% -i- Q oder aufserhalb dieses Bereiches liegende Stelle 6, in der frü- 
heren Weise zu und wähle eine Reihe positiver Orofsen 

^i) ^2> • • • ^»j • • • 
von endlicher Summe und eine weitere Reihe positiver Gröfsen 



*) Siehe Weierstrafs, Functionenlehre p. 79 u. s. f. 
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mit der Grenze 1, bilde endlich die Primfunctionen: 

80 wird bei passender , mit den Grofsen s^ und €<*> zusammenhängender 

CO 

Wahl der positiven ganzen Zahlen niy das Product / / Ev{x) die ver- 
langte Function F(x) definiren. •' = * 

Ist a^ von Null und Unendlich verschieden, so lafst sich die ge- 
nannte Primfunction in dem Bereiche 



x — b^ 



<1 
30 der Bereich 



— au dessen Stelle im Falle &, « 
auf die Form 

bringen. Hier wähle man die ganze Zahl m, derart; dafs 



< 1 tritt — 



in dem Bereiche 



2 



a — b I * 

J! — =^ < £(^) kleiner wird als £v. Da sich hierauf 

x — o^\ = 

eine ganze Zahl n so angeben läfst, dafs der absolute Betrag von 

a —6 

-^^— ^ für alle durch eine Bedingung \x — S0q\<q definirten Stellen 

des Continuums 91 kleiner wird als s^^^^ wofern r^n ist, so kann 
man auch eine ganze Zahl n' der Beschaffenheit finden, dafs nach An- 
nahme einer Gröfse d für alle die genannten Stellen der Umgebung 
von Xq 

sobald X ^ » ist. Dann aber wird auch das Product 

op n^x Qp 

]ji:,{x) = YIe,{x)IIe,[x) 

gleichzeitig convergiren und in der Umgebung jeder dem Continuum 
% angehorigen Stelle x^ durch eine Potenzreihe ^q {x — Xq) darzustellen 
sein. Weil das Product in eben diesem Bereiche weder Null noch un- 
endlich wird, kann man der letzten Reihe auch die Gestalt 

geben. 



364 Sechstes Capitel. 

In der Umgebung einer der Menge Q angebörigen Stelle az ist 
ein Bereicb angebbar, in dem der Quotient 






EM 



Ei{x) 

regulären Verhaltens ist und nicht verschwindet, und darum läfst sich 
das Product daselbst in der Form 

ausdrücken. 

Die Stellen ax sind also Null oder aufserwesentlich singulare Stelleu 
der durch das Product definirten analytischen Function und die in Q' 
enthaltenen Häufungsstellen sind offenbar wesentlich singulare Stellen. 

OD 

Das Product von / IEv{x) und einer nur an den Stellen Q' ir- 

regulären und innerhalb des Bereiches 21 +Ö nicht verschwindenden 
Function Fq(x) geniefst dieselben Eigenschaften. Bezeichnet man eine 
eindeutige monogene Function, die im Innern des Continuums %'\-Q 
regulär ist, mit /J)(a;), so hat Fq{x) die Gestalt e^^^'^ und jede Func- 
tion der ursprünglich genannten Art ist in einem Ausdrucke 



OD 



• r = l 

enthalten. 



YjE,{x).efoi') 



Heifsen die Stellen von Qy denen positive Zahlen n^ zugehoren, 
tty, diejenigen, welchen negative zugeordnet sind, a^, so kann man 



OD 






v= 1 

od" 

f==l "* 



7J-B»(«. «,) 



v= 1 



setzen, wenn unter Ev{x^ Uv) und E^^x, «v) die Primfunctionen mit 
den Nullstellen a, resp. er, verstanden sind. 

Ordnet man diesen Stellen a, und a^ nur Punkte der Menge Q' 
zu, in welchem Falle man die früheren Grofsen «("^ auf eine einzige s 
reduciren kann, die kleiner als 1 ist, und heifsen diese Punkte 6, oder 
ßy, so wird ,„ 

'^ u\x— byj 



CO ^ , . *y 



%-KY* A=i 






=T "4, . /«»-M" ' 



^ 1 ("r-ßr-V 



00. '"^ ^ 



e "=' 
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doch weil man einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Stellen 
dieselben wesentlich singulare Stellen der Bedingung lim|ay — &,{«sO 
oder lim|iry — ßy\=^0 gemäfs zuordnen kann^ erhält das Product auch 
die Gestalt: 






OD 



HH^) 



^9o[') 



WO Gp und Gr ganze Functionen ihrer Argumente bezeichnen. 
Dafür endlich kann man noch die weitere Form 

ansetzen , w^nn man die denselben singulären Stellen bp zuzuordnenden 
Null- und Uneiidlichkeitsst^Uen a^ und a^ zusammenfafst. Gehort 
einer besonderen Stelle Ix keine Null- oder ünendlichkeitsstelle zu, so 

wird für diese ör {- — ,-] beziehungsweise Gv(-^^^\ durch die Ein- 
heit zu ersetzen sein. 

Damit ist eine Darstellung einer eindeutigen monogenen Function 
mit unendlich vielen wesentlich singulären Stellen gewonnen, deren 
Form der Darstellung einer Function mit einer wesentlich singulären 
Stelle analog ist. Aber ebenso läfst sich jede monogene eindeutige 
Function mit vorgegebenen Null- und aufser wesentlichen Unendlich- 
keitsstellen ausdrücken, denn wenn eine solche Function auf die ge- 
nannte Art bestimmt ist, so wird der Quotient der gegebenen und 
dieser Function eine innerhalb 91 +§ reguläre Function e/o(*). — 

Es ist nun auch ersichtlich, dafs wir für diese Functionen bezüg- 
lich ihrer Beschaffenheit in der Umgebung wesentlich singulärer Stellen 
dieselben Untersuchungen anstellen können, wie über die Function mit 
einer einzigen wesentlichen Singularität. Zunächst wird eine Function 
F{x) aufserhalb eines dem Bereiche 91 -j-© entnommenen Theilberei- 
ches $3 dem absoluten Betrage nach gewifs grofser als irgend eine 
vorgegebene Grofse jß, und F{x) mufs in unendlich kleiner Umgebung 
der wesentlich singulären Stellen einen unendlich grofsen Werth an- 
nehmen. Dann kommt ihr Werth daselbst jeder Gröfse beliebig nahe, da 

p. s__A dieselben wesentlich singulären Stellen besitzt wie F(x) selbst. 

Die eindeutige Function wird aber auch jedem Werthe Ä aufser- 
halb eines Bereiches SS beliebig nahe kommen, und dann gibt es in 
beliebiger Nähe von Ä einen Werth A^ , den sie aufserhalb 93 wirklich 
erreicht; z. B. für x =^x^. 
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Eiuen in der Nähe yon Ä und Ä^ liegenden Werth A^ erhält F{x) 
dann für einen in der Umgebung von x^ liegenden Werth x^. Aber 
ferner gibt es außerhalb dieser Umgebung Stellen o^j', für welche F{x) 
beliebig nahe an A2 herankommt und etwa gleich Ä^ wird. Diesen 
Werth nimmt F{x) also an zwei Stellen x^' und x^' an, wobei X2' in 
der Umgebung von x^ und X2 liegt. 

Hat man so fortschreitend einen in beliebiger Nähe yon Ä liegen- 
den Werth An gefunden, den die Function F{x) für (n — 1) Werthe 

ihres Stetigkeitsbereiches annimmt, so kann man auch einen A^ be- 
nachbarten Werth An+i angeben, den F{x) für n Werthe 

erhält, von denen (n— 1) in der Nähe der Stellen rcjj') (v = l,2...n) 
liegen, indefs der n^* auf^erhalb dieser Bereiche liegt. 

Fixirt man also einen Werth A^ dem F{x) beliebig nahe kommt, 
so kann man in beliebig kleiner Umgebung von A Werthe angeben, 
die F{x) an beliebig vielen Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt.*) 

Mit diesem Satze brechen wir die Untersuchungen über die allge- 
meinen eindeutigen analytischen Functionen ab und verweisen im 
Übrigen auf die schon citirten Originalabhandlungen. 

*) Siehe Phragmen, Acta mathem. Bd. 7, p. 40. 



Siebentes Capitel. 
I. Abschnitt. 

Doppeltperiodisclie Eimetioiien. 



§ 58. Allgemeine Eigenschaften der doppeltperiodisohen Functionen^ 
die im Endlichen den Charakter rationaler Functionen besitsen."') 

Wir wenden uns wieder zu der Aufgabe, analytische Functionen 
zu ermitteln, welche besondere Eigenschaften geniefsen. 

Eine analytische Function f{x) hiefs periodisch j wenn bei be- 
liebigem Werthe ihres Argumentes für gewisse constante Gro&en w 

die Gleichung 

fi^x + w) = f{x) 

besteht. Jede solche Constante w nannten wir eine Periode und jedes 
ganzzahlige Vielfache derselben ist wieder eine Periode. 

Man kann zunächst zeigen , dafs eine eindeutige oder endlich viel- 
deutige analytische Function f{x) keine unendlich kleine Perioden be- 
sitzen könne. 

Andernfalls hätte nämlich f{x) in der Umgebung einer regulären 
Stelle ^Q, wo die Darstellung 

gilt, unendlich oft den Werth f{x^ oder es gäbe in jeder Nähe von 
Xq unendlich viele Stellen, an denen 

V 

verschwände und das ist mit der nothwendigen Voraussetzung, dals 
f{x) — f(x^ nicht identisch Null ist, unvereinbar. 

Es gibt daher in einem endlichen Bereiche nur eine endliche An- 
zahl von Stellen x -\' w^ an denen f{x -f- w) =f(x) ist oder nur eine 
endliche Anzahl von Perioden, deren absoluter Betrag eine endliche 
Grenze nicht überschreitet. 



*) Vergleiche die Formeln und Lehrsätze von Schwarz und Eiepert*8 
schon genannte Abhandlnng. 
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Unter den Stelleu x»» |a;|(cos9) -j- tsin^)), wo g> constant ist, sei 

2VF = |2^| (cos 97 -}■ ♦ sing)) 
diejenige Periode mit dem kleinsten absoluten Betrage, dann sind alle 
übrigen derselben Form 

2(0 SB |2cd| cos<p -|- i sing)) 
ganzzahlige Vielfache Ton 2tT: 2oi«s2ntar. Ware auch 2mt3r eine 
Periode y wenn m keine ganze Zahl bedeutet, so müfste nach der Zer- 
legung m — n + v |v|<l zugleich mit 2mVf «= 2nW -f- 2t/'0r auch 
2i;Tar eine Periode sein und deren absoluter Betrag wäre kleiner als 
\2w\. 

Gibt es au&er den Stellen 

2ntDr (n = ± l, + 2,...) 
keine weitereu Perioden, so ist die Function einfach periodisch. £xistiren 

aber noch andere Perioden 2ntar', so kann das Verhältnis -— yor Allem 

nicht reell sein, sonst wäre ja mit 

2n^'= 2nitar + 2v,tar, 

wo n, wieder eine ganze Zahl und {1/, | < 1 ist, auch 2v^(o eine Periode. 
Bezeichnen 2cd<^) und 2a}^^^ Perioden von nicht reellem Verhältnis, 
so sind alle übrigen in der Formel 

2g,a)W + 26joW 

enthalten, wo ^^ und $2 reelle Gröfsen bedeuten. 

Unter der Voraussetzung einer blos endlichen Anzahl von Feriodefh 
punkten in einem endlichen Bereiche kann man zeigen, dafs es ein 
Periodenpaar (2^3^(1), 2tsr(^)) gibt, aus dem alle übrigen ganzzahlig zu- 
sammenzusetzen sind.*) 

Wählt man nämlich eine Periode, in welcher i^^^O ist und S, 
den kleinsten in dem Intervalle: 

< 61 ^ l 
befindlichen Werth annimmt, und dann eine zweite, wo |t und §2 ^^^ 
kleinsten innerhalb der reellen Bereiche 

0.<g,-gl, 0<|2<1 

liegenden Werthe besitzen und nennt diese unter unserer Voraussetzung 
jedenfalls existirenden Perioden von nicht reellem Verhältnis: 

2 13r(i) _ 2 g^/) 03(1) , 2 ^(2) = 2 1<«) 0(0+2 11«^ ©(») , 
so erhält jede Periode 2 g, o^^J + 2620^*^ die Form 

2v^ty(i) 4. 2^2 tai^) + 2iyio(^) + 21^2©^, 
wo 1^1 und 1^2 ^^^ Bedingungen 



*) Siehe Weierstrafs, Monatsberichte der Berliner Akad. 1876. 
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erfüllen und f, und v, g<^Qze Zahlen werden, denn man kann 

setzen . Nun mufs aber 

eine Periode sein^ und weil das zufolge der Festsetzungen über die 
Beschaffenheit von 2t5'<*) und 2t5'^*) nur angeht, wenn i^j und rj^ ver- 
schwinden, so haben wir in 2"ar<^J und 2'2ar<2) wirklich Perioden, durch 
die jede andere ganzzahlig auszudrücken ist: 

und wir wissen von früher her, dafs es in einem endlichen Bereiche 
nur eine endliche Anzahl von Stellen solcher Art geben kann. — 

Bilden wir aus drei Perioden 2(Dj, 2g>2, 2c93; von denen keine 
zwei in reellem Verhältnis stehen dürfen, damit keine unendlich kleine 
Perioden existiren, die Perioden: 

wo S|, ^2; ^3 ^i^der reell sind und setzen voraus, dafs in einem end- 
lichen Bereiche nur eine endliche Anzahl von Periodenstellen liegt, so 
kann man unter den Perioden ein System 

2«i=2g(^)o,, 2«2««2|f)(D,+2gWo2, 2«3=2g(,8)(ö, + 2g(?)c.^+26WiÖ3 

ausfindig machen, wo die Coefficienten §(*> (Ä = 1, 2, 3) die kleinsten 
der an die Bedingungen 

oder 

oder 

0<S, ^1, 0^1,^1, 0<ls^l 

gebundenen Werthe von l,,!;, S3 sind, die bei Perioden vorkommen. 
Zerlegt mau dann g, , |j, gj in 25|0>i + 2g2<»2 + SgjOj: 

h -= «'s!?' + Vz 

und läfst V|, 1/2' ^3 ganze Zahlen sein, knüpft aber i}^, 172; % ^^ die 
Ungleichungen 

<»?, < I«.", 0^1,2 < s?), 0^% < IS»), 

so erhält die aus 2<o^, ^o^t ^^3 bestehende Periode die Form 

2v^Ey + 21/2^2 + 2i'3^3i 
denn 

2i?ifi>, +2ri.^co., + 2%Ö3 
kann keine Periode sein. 

Biermann, Fuuciiouentheorie. 24 
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Setzt man jetzt 

2^, = a, + iß, (*= 1,2,3), 

so lassen sich anter der Voraussetzung, dafs zwischen den Perioden 
2Qjt keine ganzzahlige homogene lineare Gleichung besteht : 

2^1 ü, + 2/12 02 + 2/13033 = 0, 

in welchem Falle eine der Perioden linear von den zwei übrigen ab- 
hinge und durch zwei neue Perioden ganzzahlig auszudrücken wäre, 
unendlich viele ganze Zahlen v^^ v.yy v^ finden, für die 

1^1«! + VjÄj + v.^a^\ und |v,^, + v^ß.^ + v^ß^\ 
unendlich klein wird*), d. h. es gibt unendlich kleine Perioden. Doch 
weil solche bei der eindeutigen (oder auch endlich vieldeutigen) ana- 
lytischen Function nicht vorkommen können, gibt es keine dreifach 
(und ebensowenig mehrfach) periodische eindeutige Functionen. 

Ein Periodenpaar der doppdtperiodischen Function ^ durch welches 
alle Perioden ganzzahlig in der Form 

uj = 2f*o + 2fi'o' 

auszudrücken sind, heifst ein primitives^ doch es gibt — wie wir 
wissen — unendlich viele dem Paare {2c9, 2(o) äquivalente Perioden- 
paare (21^, 2t3r'), durch welche man dieselbe Gesammtheit von Stellen 
iv ganzzahlig ausdrücken kann. Dazu mufs nur 

2t3r = 2p(o + 2g(D' , 2^ = 2p a + 2 j'o' 

sein und die ganzen Zahlen p, q, p\ q haben die Bedingung 

pq —pq = ± 1 
zu erfüllen. 

Der nothwendig von Null verschiedene reelle Bestandtheil des 

Verhältnisses — r besitzt dasselbe Zeichen wie 

0t 



(i'«'-i>'2)9i(-:-i)' 



daher können wir, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, den 
weiteren Untersuchungen ein primitives Periodenpaar zu Grunde legen, 
bei welchem 



31 (4) 



positiv ist. 

Man nennt zwei Werthe des Argumentes congruent oder äquivcileifd, 

wenn ihre Differenz {x — x^ eine Periode ist. Indem man aber die 

Differenz 

a? — - fl?Q «= 2|aj + 2g' a>' 

setzen kann, wo % und £' reell sind, und ferner 

X — a?o = 2/io -|- 2/t'(D' + 2tGi -|- 2t' gj! 



*) Siehe z. B. Eoenigsberger: Elliptische Functionen 1. Bd. p. 363—367. 
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gilt, wenn (i und ^' ganze Zahlen sind uud t und f reelle Werthe 
zwischen Null und Eins (0 ein- und 1 ausgeschlossen) bedeuten, so er- 
scheint jede Stelle x einem Werthe aus der Gesammtheit von Stellen, 
die durch 

definirt sind, congruent. 

Man nennt diese Gesammtheit von Stellen in dem Bereiche der 
Variabein ein Fenodenparaüelogramm. 

Die eindeutige Function f{x) mit den primitiven Perioden 2 co und 
2ca' nimmt offenbar jeden Werth, den sie überhaupt annimmt, in jedem 
Periodenparallelogramm an und weil sie unendlich werden mufs, be- 
sitzt sie gewifs unendlich viele Unendlichkeitsstellen und kann keines-r 

falls eine ganze Function sein. Da die Function ^ )^a denselben 

Charakter hat wie f{x), mufs f(x) in dem Periodenparallelogramm 
jeden Werth annehmen und an jeder der Stelle Xq congruenten Stelle 
Xq -\- w wird sie den Werth fix^) in der gleichen Vielheit besitzen wie 
in Xq^ denn es ist 

f{x,+w + h)^ax, + h) 

und die Function f{x) hat in der Umgebung von Xq und Xq-^ w eine 
gleichartige Entwicklung. 

Sind die singulären St-ellen in dem Periodenparallelogramm nur 
aufserwesentlich singulär, so hat f(x) die einzige wesentlich singulare 
Stelle cx) und ist durch den Quotienten ganzer Functionen Gi{x) und 
GjC^) darstellbar, — 

Wir wollen uns nur mit solchen eindeutigen dqppel^periodischen 
Functionen beschäftigen, die sich im Endlichen durchaus wie eine 
rationale Fwnction verhalten und somit einen und denselben Werth 
nur an einer endlichen Anzahl von Stellen des Periodenparallelogrammes 
annehmen können. 

Es handelt sich zunächst um die Aufstellung ihrer Ausdrücke. 
Nennt man noch Grad der doppeltperiodischen Function die ganze 
Zahl, welche die Anzahl der Unendlichkeitsstellen im Periodenparallelo- 
gramm, jede in der zugehörigen Ordnungszahl gezählt, angibt, so soll 
eine solche Function m^^ Grades mit den Unendlichkeitsstellen 

Uf^-\- w (/A c= 1 , 2 . . . m) 

und den Nullstellen Vy + m? (i/ ,= 1 , 2 . . . n) construirt werden. 

Bezeichnet g{u) eine ganze Function, so mufs jede eindeutige 
Function der verlangten Art in dem Ausdrucke 






24« 
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enthalteu sein — wo <t(u) die in dem vorigen Capitel aufgestellte 
ganze Function mit den Nullstellen 2ftG} -|- 2ft'G>' bedeutet — , aber 
damit q){u) die primitiven Perioden 2a und 2g7' besitze, oder die Glei- 
chungen 

fp{u + 2(d) = 9(t*) und q)(u + 2a) = 9)(ii) 

gelten, müssen noch eine Reihe von Beziehungen bestehen, die mit 
Hilfe der bekannten Gleichungen: 

0(u _ «0 + 2a)) - - c«»(«-«.+«" tf(u - «o) , 1? - 7^ 



<T(« - «0 + 2a)') c««-(«-«.+-') «(« _ «,) , ,' = ^J^l 

leicht zu finden sind. Es ist: 

9(M-f 2(d)=9(u)(— l)"»~"e \;;=i S / 

und daher mufs man 

m — n = (mod 2) 

g{u -\- 2 (o)—g{u) = —271 Uu + i») (m — n) — ^w^ + ^, t? J + 2i3ri 
g{u + 2o')— 5f(tt) =— 2iyT(w + w') (m—n) — ^w^ +^t;J+2i'3r» 

L ^ V J 

setzen, wo )k und Je' ganze Zahlen bezeichnen. Differentiirt man die 
letzten Gleichungen zweimal , so erhält man die Gleichungen 

g\u + 2aj) = g"{u) , g\u + 2©') = g\u) , 

aus denen zu schliefsen ist, dafs die ganze Function g'(x) nicht von 
u abhängt oder eine Constante ist, denn sie kann als ganze Function 
von u nicht doppeltperiodisch sein. Setzt man daher 

80 wird g(u) von der Form: 

g{u)'^Au'^ + Bu + C 
und 

g(u + 2a}) — g{u) = 2A{u + (d)2cd + B2cd 

g(u + 2o') — 5(ti) «= 2^(i« + a)2a + jB2cd' . 

Durch den Vergleich dieser Ausdrücke mit den früheren erhält man 
zunächst die Gleichungen: 

2A(ö + (m — n)fi = 0, 2^«' + (m — w)^ = 0, 

deren Determinante 

2(ojiy' — (o'rj) = + ni 
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ist, je nachdem 3lf-^)^0. Weil die Determinante nicht verschwindet, 

sind die Lösungen der Gleichungen 

A = und m — n = 0; 

d. h. die eindeutige doppeUperiodische Function, die im Endlichen den 
Charakter einer rationalen Function besitzt , wird in jedem Perioden- 
Parallelogramm eben so oft Null als unendlich und hat daselbst jeden 
Werth in derjenigen Anzahl^ welche der Grad anzeigt. 
Da auch die Gleichungen 

m 



m 



B(o — ^'^ (**/u — v^u) = k'y^i 



/4 = 1 

besteben , findet man bei positivem 9i i—^) 

B = 2kri' - 2*' 17 = 21f= 2 ^^''.^f^^l = 2^ 
' ' ' o{ku} — k (o) 0{ra) 

^(Uu - v^) « 2kw — 2k' a = 2w . 

Setzt man endlich g^ <» c , so erhält der allgemeinste Ausdruck einer 
eindeutigen doppeltperiodischen Function m^^" Grades die Form 









und zwar ist die Summe der inconyruenten NullsteUen ^ m^ der Swnme 



m 



der Unendlichlceitsstdlen Xi ^/* congruent: 



m m m 

nnd 

^^ = 2^1? + 2 ft'iy'. 

Man mufs aus dieser Beziehung folgern, dafs eine eindeutige doppelt' 
periodische Function ersten Orades nicht existirt. 
Setzt man an Stelle Vm Vm + 2'ar und für 

6{i, -vm) = ± e^^'^"-*'--®^ a{u^vm- 2'5r) , 
so erhält q>{u) die Gestalt: 



m 



<f{u—u^ 



i X ^ FT <fKu—u) 
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aber hierin muTs 

m m 

/u = l fl = l 

sein. Man kann also 2m -{- 1 Grofsen v^, Uyu, (7 so bestimmen, dafs 
die doppeltperiodische Function <p {u) m^^° Grades in dieser letzten Form 
erscheint, doch ist dann die Summe der Gröfsen v^ gleich der der 
Grofsen w^. Wenn umgekehrt die Grölsen w^, v^ (fi = 1 . . . m) die 

m 

Gleichung ^ (t*^ — t;^) = erfüllen und niemals eine der Gröfsen ti^ 
einem v^ congruent ist, so stellt 



oU-r 



^=i ^ V 



eine doppeltperiodische Function m**" Grades dar. 

Bezeichnet Uq eine den Gröfsen t^^ und v^ incongruente Stelle, so 
kann man endlich 






setzen. 

Da die doppeltperiodische Function q){u) -{- Ä dieselben Unend- 
lichkeitsstellen Vfi besitzt wie q) (u) und die m Nullstellen u^ aus einem 
Periodenparallelogramme der Gleichung genügen: 

und ferner die Summe der Werthe des Argumentes, für welche q){u)'\-A 

gleich A ist, ebenfalls ^ v^ congruent ist, so folgt, dafs die Summe 

derjenigen Werthe aus einem Periodenparallelogramme, für welche eine 
doppeltperiodische Function m*®"^ Grades ein und denselben Werfh an- 
nimmt, bis auf Perioden constant ist. 

Läfst man in unseren Formeln di (-^) unendlich grofs werden, in- 

defs 2(D endlich und von Null verschieden bleibt, so wird aus ^(t^ 
eine eindeutige einfachperiodische Function hervorgehen, die im End- 
lichen den Charakter der rationalen Function besitzt. Berücksichtigt 
man, dafs ö{u — u) in den Ausdruck 

-^ t .j^ j 2(0 . niu — u) 
ß6 \ im / — gjji _L_^ i 

n 2a) 

übergeht, so erhält man aus dem zuletzt angegebenen Ausdruck für 
, , die Function: 
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m Bin r — ^—- Sin ^ 



n2(o 2o> 
/*=i Bin r ^^— Bin — 



oder 



Bin ■^— Bin 

2<o 2<D 

». ("-«/u>-i!,i- -^—V»^ '"°-V-sr,i -'"»-V-««, 



die eine rationale Function der Exponentialfunction e ^ ist. Aber eine 

rationale Function von ^ *" ^ die im Endlichen keine wesentlich sin- 
gulare Stelle besitzt, wird nicht aufhören, einfach periodisch zu sein, 
wenn sie im Endlichen nicht dieselbe Anzahl von Null und Unendlich- 
keitsstellen aufweist. Ihr Ausdruck lautet: 

e«- -« " ) 
und wenn man hierin 

setzt, geht die Form: 



/i f'° (•♦ - *v) 2-ar 
r = l 



hervor. Auch diese Function kann aus der doppeltperiodischen Function 
q){u) entspringen, wenn man nur zugleich mit 81 (-^) m — p Null- 
steilen u^ und m — q Unendlichkeitsstellen in's Unendliche rücken läfst. 
In der That: zerlegt man u in 

und schreibt 

so ist ersichtlich, dafs bei dem genannten Übergange von einem Factor 



(u — u) -r~- — (m — U ) 



e 2a,_g ito 
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als Grenzausdruck uur 

übrig bleibt und das allein ist hier nothwendig. 

§ 59. Neue Definition der doppeltperiodischen Function p(m). 

Darstellung jeder doppeltperiodischen Function durch p(u) 

und die Ableitungen dieser Function. 

Wir kehren zu den doppeltperiodischen Functionen zurück. 
Ist von den (w + 1) Gröfsen 

keine der Null congruent und sind von den ersten n keine zwei ein- 
ander äquivalent, so ist nach den früheren Sätzen 



^(W, W,, W2,...W0 = Gl 



1» 

<j(u + t*i + • • • + tt^) I I <y(tt — tty 



) 



♦ = 1 



a" + * (M) 

eine doppeltperiodische Fuuction (n + 1)^**" Grades mit den Unendlich- 
keitsstellen (n + 1)**"" Ordnung w; = 2fic} + 2ft'(o' und den Nullstellen 

erster Ordnung Wy + «; (v = 1, 2 . . .n) und — (W| + t*2 H !-<*«) + **'• 

Speciell hat die doppeltperiodische Function zweiten Grades mit 
den zweifachen Unendlichkeitsstellen w die Gestalt: 

V (u, tii) — ü, ~,^-^ , 

wo u, der Null inäquivalent sein mnfs. Verfugt man über die Con- 
stante C\ derart, dafs die Entwicklung von ^(u, U)) in der Umgebung 

der Stelle w = mit dem Gliede — r beginnt, setzt also C* = ir— :» 

so hat die entstehende Function ^ 

die Eigenthümlichkcit, von der uns schon bekannten doppeltperio- 
dischen Function 

_ d« log (r (u) r ^ — J j- 'V ^ L_ __ M 

du« —-PI«*; — ^v "T ^\^^^ ^^<% ^t ) 

höchstens um eine ganze Function abweichen zu können, weil die 
Differenz 2)(t*) — ^(w, w,) im Endlichen nicht unendlich wird. Diese 
ganze Fuuction mufs aber eine Constante sein, weil p(m) — V'C^i ^\) 
doppeltperiodisch ist und zwar ist ihr VVerth p(t*,), denn |>(w) — V^\) 
verschwindet ebenso wie ?('(m, «i) an den Stellen + ti, , — m,. Daher 
besteht die Formel 

j,(M)-p(u,) <r(u + u.)<r(«- u,) ; 
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Zufolge dieser ist die doppeltperiodische Function mit der zweifachen 
Unendlichkeitsstelle u = — v und den Nullstellen Wj und-(M| -f- 2 t;) 
durch den nachstehenden Ausdruck definirt: 

c(l>(« + t;) -!,(«, + t;)) « c V» + u) • ^«T^ + Z) ' 

Differentiirt man die vorletzte Gleichung logarithmisch nach t« respective 
ti,; 80 erhält man die Gleichungen: 

«y («* + t^i) '" ff (ti — Uj)' a ^t«} p (u) — p Ctt.j 

g (u + fit) _ q'(u>-tt|) __ p ff (U|) _ — p (U|) 



0(t*4-u,) 
und darnach ist: 



<r(« — i*i) 



ff(wi) !>(>*)— l)(u,) 



0(1* ±w,) <y(u} =i^ <r;t*,) "^ 2" p{y>) — '9{\k^ 

Die links stehende Function ist zugleich mit der rechts eine doppelt- 
periodische Function von ü. 

Bezeichnet man die Diflferenz ~^^^\ ^-^r^ mit Siu.v). so 

mufs nun die Determinante (n + 2)*" Ordnung: 



B = 



1 



• • • 



• • • 



SK, t;«) 



1 S(t*., Vo) • • • /S(t*«,t;«) 



1 

ff(t*ü + »o) 



1 

ff K + t;J 



1 



ffj[*V+^ 
ffC«*« + Vo) 



ff(u, + t;„) 



eine doppeltperiodisehe Function (n + 1)^°" Grades von t^Q sein, deren 
einfache Unendlichkeits- und Nullstellen 

Wo = — ^01 — t^i; V« 



1«. 



ti,, t*2, • • • ti„, — ( t;o + ^ {Ur + Vv) 



yz::! 



sind; auf dafs man 



JB = a 



1» 

(Wo + »0 + t*, + »1 H h W« + «'n) [2 ^ ^'^ " ^r) 



» = 1 



71 



»=< 



setzen darf, wenn Cn eine von t^Q uuabhängige Constaute bedeutet*). 
Doch weil die Determinante ebenso eine doppeltperiodische Function 

(n + 1)**" Grades aller übrigen Argumente t«] , t^j? . • • ^» "°^ ^o? Vj . . . v« 
ist, muTs dieselbe die Form 



*) Vergleiche Proben ins und Stickelberger inBorchardt's Jonmal Bd. 83. 
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o{uQ-\-Vfj'\ |-tt-4-« 






i-V 



"4,/* 



<^(«*2+0 



0{u 



0» ^'o» 



.U 



«> 



v«) 



annehmen y wobei die in dem Zähler stehenden Producte nur über die- 
jenigen Factoren 0{ui — w^) und a{vi — v^) auszudehnen sind, in 
welchen X <C 11, indefs im Zahler aTTe (n + 1)^ Factoren 6{(^i -f- v^) 
{l, fi = 0, 1, 2 ... n) stehen. Die Determinante — 12 ist aber gerade 
gleich dem letzten Ausdruck, d. h. es kommt jetzt keine Constante mehr 
hinzu. Für n »» ist das unmittelbar zu ersehen und allgemein läfst 
sich diese Behauptung durch den Schlufs von n auf n -j~ 1- beweisen. 
Multiplicirt man nämlich die letzte Zeile der Determinante mit u« 4~ ^« 
und setzt hierauf u« «« — v», so verschwinden alle Glieder bis auf 
das letzte 

welches für ii« =» — Vn den Werth 1 annimmt, da die Entwicklung 
von 0(u) nach Potenzen von u mit dem Gliede u beginnt. Die De- 
terminante geht also in die entsprechende mit den 2n Argumenten 
^0 9 VQf .. .Un^i, t7»-i über. Setzt man auch in dem — B angeblich 
äquivalenten Ausdruck, nachdem er mit u,» -f- v» multiplicirt ist, 
Un^-Vn und bemerkt die Beziehungen: 



und 






= 1 (|i* = 0, l,2...w— 1) 



lim 



«♦«4-^ 



1, 



derentwegen dieser Ausdruck ebenfalls in den analog aus den Argu- 
menten Uq^ Vq, . . . u».i, Vn^i gebildeten übergeht, so erscheint der Be- 
weis erbracht. — 

Schliefslich kann man die doppeltperiodische Function (n -\- 1)^<^" 
Grades O noch rational durch die Function p und deren erste Ab- 
leitung p' ausdrücken , denn es ist offenbar auch 

1 ... 1 

' * ' 2 p(u)—p{v) 



- JB 



1 



2 p{Uo) — p{v^) 



1 



1 p{uJ—PM 



2 p(uj— pir«) 



1 P(Mn)-P(Vn) 

2 p{uj-p{vj 



Da man aber der doppeltperiodischen Function zweiten Grades mit den 
zwei Unendlichkeitsstellen — Vq uud — v^ und den Nullstellen u, und 
— (i?o + i*i + v^) die Gestalt 
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%(«+^)-i>(-.o+^) 

geben kann^ indefs dieselbe Function hier in der Form 

p [(l p'iu)-p(Vo) 1 p(u,)-p\vo) \ (i piu)^p'(v,) l p(u,)-p' (v,)\] 
[V 2 p («) -jp (t?o) 2 i> (w,) — jp (t?o) / V 2 p (u) - p (Vi) 2 i? (t*j) - jp (t?i) / J 

erscheint, werden wir gewahr^ dafs die Function |}(t* + v) nothwendig 
durch |)(t*), |)(i;), p'(w), l>'(t^) darstellbar ist; doch darauf richten wir 
erst späterhin unsere Aufmerksamkeit 

Vorderhand interessirt es uns^ auch die zu Beginn dieses Para- 
graphen aufgestellte doppeltperiodische Function (n + l)*^"* Grades mit 
den Unendlichkeitsstellen to {n '\- 1)^®' Ordnung rational durch p(u) 
und p(u) auszudrücken. Wenngleich man zu diesem Zwecke in der 
früheren Determinante JR die Stellen — Vq, — Vi, . . . — v» alle nach 
der Stelle Null zusammenrücken lassen konnte, wollen wir, anstatt 
diesen Grenzübergang zu bewerkstelligen , direct die doppeltperiodische 

Function : 

1 p{u) p'(u) • • •|)^»-*>(m) 

mit den ünendlichkeitsstellen w der (n + 1)^®" Ordnung und den Null- 
stellen 

w,, t*2, . . . t*n und — (Wj + i*2 H [-«*•) 

mit der Function 



*=rl 



^ (w , te, , . . . Un) = — 

vergleichen.. 



,n+l 



M 



Der Quotient beider kann nur eine von u unabhängige Gonstante 
C» sein, doch weil die Entwicklung von 9 in der Umgebung von 
M = mit dem Gliede 

n! 



(-1) 



2n— 1 



U 



«4-1 



9 (W|, i*2i • • • «^/i); 



diejenige von ^ (t« , ^i 9 • • • ^n) niit 

beginnt, mufs "' 

_ p ( ~ 1)" n! (pjUj, t<t,...vj 

sein. Bildet man successive: . 
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tp(u, «,) 



1 p(u) 
lp{u) 



tf(u + 1*1)0(1* — l*|) 

ff'(tt) a*(i*i) 



9(t*, M,, W,J 1. ^! o»(u)a3iuö^(«-;) ' 

g)(M, t*,, Wj, w,0 = 

1 t 9 f Q f g(«+"l+««+«*l)g(t*-t*|)g(u— t*,)<j(t*— U8)ffftt| -t<t^gft*| — t*,)<F (!*,— «,) 

usw. y 80 folgt durch den Schlufs von n auf n -■{' 1 

c= (— 1)"~^~" 1 ! 2! . . .n! ~ ^-^ 

ff"+* {«*) • rj ff""*"* (t*,) 

WO wieder A < fi (A, fi = 1 , 2, . . . n) sein mufs. 
Sind nicht allein die Grofsen 

t*,, M2,...ti„, (W, + Wj, H h W«), 

sondern auch 

Vi> t;^, . . . v«, (V| + Vj H h V,) 

(n -|- 1) der Null inäquivalente Grofsen und werden die Differenzen 

Ui — Ufi, ui — 1?^, Vi — r^ 
nicht zu Perioden, so ist der Quotient 

qp(u,l*,,...uj 

eine doppeltperiodische Function (» -|- 1)'*^" Grades mit den Nullstellen 

u,, W2, . . . w», — K + W2 H f- **n) 

und den Unendlichkeitsstellen 

und 9(t*) kann als rationale Function von p(u) und deren (n — 1) 
ersten Ableitungen dargestellt werden*). Die doppeltperiodische Func- 
tion zweiten Grades mit den einfachen Null- und Unendlichkeitsstellen 
t*, und — M, respective 1;, und — v, erscheint aber wieder als lineare 
Function von |)(w) allein: 

und wir erschliefsen , dafs p{yi) und p'(ti) in einer algebraischen Be- 
ziehung stehen ; was ja auch nöthig ist, damit die Darstellungen von 



*) Formeln und Lehrsätze § 14. 
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n 

für Vy = — Vr (1/ = 1 , 2. . .n) und Vq = ^ v^ übereinkommen können. 

Man mufs die Ableitungen p^^^{u) (y «=^2, 3, . . .) als rationale Func- 
tionen von p{u) und p(u) ausdrücken können. 

Bevor wir hierauf eingeben ^ besprechen wir noch eine weitere 
Darstellung jeder eindeutigen doppeltperiodischen Function 



9W-cf7- 



Nehmen wir an, dafs q>{ü) nur an m von einander verschiedenen und 
incongruenten Stellen Vj, t;2,...t;m unendlich werde und da in den 
Ordnungen 

^1 » ^2 5 • • • ^^ } 

m 

worauf ^, fif^^n ist, und lautet die Entwicklung in der Umgebung 
/i— 1 

von Vfi 

so setze man 



+ (- 1)""" ' 



f^' 



dann kann die Differenz 



m 



9W -^^{^y ^^^) 

im Endlichen nirgends unendlich werden und ist einer ganzen Function 
g{u) gleich zu setzen. Weil aber: 

eine doppeltperiodische Function ist, kann g{u) nur eine Constante 
Cj und ^^(m) ==» CjM + C sein. Setzt man nun in der Gleichung 

CT 

an Stelle von u u '\'2(d und dann u -f- 2o>', so erhält man mit Bück- 
sicht auf die schon abgeleitete Beziehung 
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die Relationen 

m m 

und weil die Determinante dieser Gleichungen nicht Null ist, hat man 

Oi = und q») + CJi)H + CÜ^«0. 

Dann aber besteht die Formel: 

und wenn speciell tp{u) an der Stelle «>sO von dem*™ Ordnung un- 
endlich ist, wird C,"= und 

= »0 + «2 !>(«♦) + «3 !>'(«*) H h ai.l>^"""*^ (w) , 

wo man über die Coustanten derart verfügen kann, dafs ^(u) an (n — 1) 
vorgegebenen Stellen tt, verschwindet Die letzte n^® Nullstelle geht 
dann aus der Gleichung 

**i + ^2 H 1- «I» = 

hervor. 

§ 60. Gleichung swisohen p(u) und p{uy 

Um zu erkennen, in welcher Beziehung p(u) utid|}'(ti) zu ein- 
ander stehen '*'*), stellen wir die doppeltperiodische Function dritten 
Grades p' (u) mit der dreifachen Unendlichkeitsstelle u = und den 
Nullstellen w == o, co', — (o + ^') durch die Function <J(u) dar. Weil 

das Ahfangsglied der Entwicklung von p'(t*) um die Stelle ti = — t^ 
ist, hat man 

'/ A __ g g(a> + a>' + u) <r(u — m) g(y -- co') 

•PW ^ <y3(u)<j(a))a(io')(j(o>+a)') ' 

doch weil p{u) eine ungerade Function ist, gilt auch 

— i) ( — M) =^ P W = — <^ ■r,~'^r~r~\ — 7~^\ — ; — i — ^^ ' 

^\ ' IT \ / o''(u) a(a>) ff (mj <y((D + Ol) 

Bezeichnet mau o -|- co' mit g)", so gibt die Multiplication der beiden 
Ausdrücke für p\vi) die Gleichung 

oder 

{p[u)Y = 4 (p(ti) - i)(a))) (p(w) - j)(cd")) {p[u) - p(y)) . 



*) Kiepert 1. c. p. 26. 
♦•) Kiepert 1. c. p. 24. 
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Schreibt man für 

^11^2 1^3 ^""4"; ^|^2"r^l^3 + ^2^3 "™ "J"; ^1^2^3^"4"J 

80 erhält die letzte Gleichung die Gestalt: 

(p' («))* - 4 (i> («) - e,) (i, (u) - c,) (p (tt) - C3) 

(/ («))* «= 4l)» (tt) — ^, p^ («) - y.^ 1» («) -^Tj . 

Die Coefficieuten ^,, jr,, ^3 können wir berechnen, indem wir p(u) 
und p'{u) mit Hilfe der Darstellungen 

in der Umgebung der Stelle u ^^0 nach Potenzen von u entwickeln, 
die 80 zu gewinnenden Reihen in der letzten Gleichung einsetzen und 
die gleichnamigen Coefficieuten vergleichen. 
Bildet man 

Pit*) = {r + 2i' 



• 






und beachtet, dais die unbedingt convergenten Summen 

2'^ (v = l,2,3....) 
verschwinden, und bezeichnet man die Summe ^ --^ mit c, so folgt 









und darum wird 

00 



!>'(«) -^ + 22(2«' - 1) (f - l)c,«»'-» 



|f = 2 



P'(«) = "sr + 6cj + 10 Cj«» + (14c4 + 9c,»)«* + • • • 
!>»(») ■= -Si^ + ^ + 15C3 + (21c, + 27c,»)u' + • ••• 
(P'W)* - 4- - ^ - 80c, - (168c, - 12cj»)«' + . . . . 



Dann aber ergeben sich die Beziehungen: 

9\ — 0, — 24^2 — 36c2 — fiTj, — 80^3 = 60cj — g^ 
oder 
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9\ = 4(e, + ^2 + e^) — 4(|)(ca) + p(gi") + p(m')) = 

92 — — 4(ci<?2 + <^i«s + «2^3) = 2(e,« + «2^ + e,2) = 60^ 7^ 

und alle übrigen Grölsen 

^^^r. . o ' 'V T^ (v = 4,5, 6...) 

werden ganze Functionen von g.^ und ^3 oder e^ und C3. 
• Die verlangte Gleichung zwischen p{u) und p{u) lautet jetzt 

Doch damit wird 

j," („) = 6 p' («) - i <7, , j,(») («) = \2p (u) / (u) , 
!><«)(«) -= 120i>»(m) - 18ifji»(u) - \2g^, 
pW(„) = (360i»»(«) - 18^,) j)'(u) 

usw. Allgemein ist jede gerade Ableitung p^**\u) eine ganze Func* 
tion von p{u) allein G{p{u)), hingegen jp<*''+''(tt) hat die Gestalt 
G'{p).p'{u)f denn der Schlufs von » auf (n-f-1) gibt in der Tbat: 

!,<«'+«(„) = G'\p){4.p^[u)-g^p[u]-9;) + G\p){ßp-'[u)-y^)=^G,{p) 

p(»-f»)(„) = G,'(p).i,'(u). 

Jetzt läfst sich mit Rücksicht auf die Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen der allgemeine Satz aussprechen: 

Jede zu einem Periodenpaare {2g), 2 cd') gehörige eindeutige dappeU- 
periodische Function (p{u)j die im Endlichen vom Charakter der ratio- 
nalen Function ist , läfst sich rational durch die gu demselben Perioden- 
paare gehörende Fundion p(u) und deren erste Ableitung p'{u) aw5- 
drücken. 

Wenn ip{u) und (p'{u) rationale Functionen von p{u) und p'{u) 

sind: 

q>{u) = Äi(j)(w), p(u)), q>'{u) -= -RjCjplw), p'{u}), 

mufs auch eine algebraische Gleichung zwischen <p(u) und J be- 
stehen, denn die Elimination von p{u) und p'{u) aus den Ausdrücken 
für <p(u) «ind q)'{u) liefert eine solche Gleichung 
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§ 61. Differentialgleichung für ^ie doppeltperiodische Function 

zweiten Grades. 

Es soll speciell die DifferentialgleichuDg 6rK-, 9))»==0 ermittelt 

werden, welcher jede doppeltperiodische Function q) zweiten Grades 
genügt. 

Hat q> die Unendlichkeitsstellen erster Ordnung 

so lälst sich q> in einer endlichen Umgebung der Stelle u = v in der 
Form 

,, -. ^ + ?p(„ _ t,) = ^5ß,(« - 1,) 

darstellen und in dem CoDTergenzbereiche von ^ oder ^, wird 

4^ H^r. + *'(« - »)• 

du (tt — t?)* ' ^ ^ ' 

Entlehnt man der ersten Gleichung oder vielmehr der Gleichung 

^ = (« - t;) SP7' (a - «) 
eine Darstellung von (u — v) in der Umgebung der Stelle ^ = cx>: 



(«-«) = v^(v)' 



so erhält -^ , als Function von 9 aufgefafst, die Form 



du 



• b. 



-^ = a29' + «i<)P + Oo+2i'^- 



Gibt man nun <p einen Werth (p^, so sind die unendlich vielen 
zugehörigen Werthe des Argumentes u entweder congruent oder es ist 
die Summe irgend zweier incongruenter Werthe u, und u^ bis auf 
eine Periode to constant gleich 2 c. Aus der Congruenz 

M, + Wj = 2c C^ \ C^ 

folgt aber 

dUj dUf 

U(p d(p 

und man erkennt , dafs ^^ als Function von 9 nur zweideutig und 

{r^) eindeutig ist. Da aber die Ableitung einer eindeutigen i^\inc- 

tion 9, die im Endlichen nur aufserwesentlich singulare Stellen besitzt^ 

-^j eine ganze Function von 
fp sein und in der Entwicklung 

Biermftnn, Fanctionentheorio. 25 
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siDd alle Coefficienten B^ Null zu setzen. Die DifferentialgleichuDg, 
der 9 geoQgt, lautet daher: 

(~^y — A(p* + 4Bq>^ + 6C(p^ + 4Dip + E 
oder 

iäiy = ^(9 — «i) (9 — ötj) (9 — «3) (9 — «4)- 

Besitzt die Function q> nur Unendlichkeitsstellen zweiter Ordnung 
v-^-w, so hat man 

aber niemals 

9 -= r-^* + .— ^ + ^ (« — v) 

^ {u — v)* * {u—v) ' »^ ^ -^ 

anzusetzen^ denn nach dem FrQheren hat ja q){u) die Gestalt 
Entwickelt man u — v nach steigenden Potenzen von ((p~i): 

80 bekommt die Ableitung 

dtp — 2a I cn' / \ 

du (u— »)« ' ^ ^ ^ 

als Function Yon q> die Form: 

-'-: = «,9* + «.«P* + «. 9-^ + «. + ^^ ^5 ( ;, ) • 

Doch weil 

( j-^-)*-= ^9,* + 3^g,-^ + 3C9> + D + . . . 

wieder eine eindeutige und ganze Function von 9 ist^ wird die Diffe- 
rentialgleichung lauten: 

(-dv)*= ^9'' + ^^f' + •'^^'P + ^ = ^(9- -«.) (9-e2)(9-c,). 

£s bandelt sich nun darum, die Bedeutung der Grofsen a^, Oj, o,, 04 
beziehungsweise e^^ e^, e.^ zu ergründen. 

Ist die Summe zweier zu demselben Functionswerthe g> gehöriger 
inäquivalenter Argumentswerthe u bis auf eine Periode 2c, so wird 

q)\u) = — g?'(2c — ti), 

d. h. die Ableitungen haben an den Stellen u und 2c — u entgegen- 
gesetzte Werthe. Nimmt man an, dals 9 nur Unendlichkeitsstellen 
erster Ordnung besitzt; so muTs q>'{u) an der Stelle u=^c endlich sein, 
denn andernfalls hätte q>{u) diQ Unendlichkeitsstellen u^^c-^-to zwei- 
ter Ordnimg. Man mufs dann wegen der Gleichungen 

^'(c) — g?'(c) und g/{c) = — 9'(c) 
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q)'(^c) = setzen und erfahrt , dafs einer der Werthe a^y a,^^ a^^ a^ 
q>{c) ist. 

Gibt man u die Werthe c-^-Oy c+cj', c+co", so erhält man die 
drei Gleichungen 

(p'{c + o) = — (p\c — o) «= — q>'{c -}- ö) 
q>'{c + cj') = — <p'(c — Gj') = — g)'(c + ^') 
(p'(c + o") «^ — 9>'(c — ß>") = — 9>'(c + ö"), 
aus welchen man erschlieist^ dafs (p'{u) an den Stellen 

u = c + ®i c + o', c + ö" 
verschwindet, und weil die Summe je zweier der vier gefundenen Werthe 
für u der Grofse 2c inäquivalent ist, sind die zugehörigen Functions- 
werthe von einander verschieden und somit sind die Grofsen aj, a^^ 
^3; a^ nichts anderes als die Functional werthe 

q>(c), 9(c + ci), 9(c+o'), q)(c + w"). 
Man schreibt daher 

und desgleichen gilt 

(^T= ^(9^M - 9>(c + CD)) (<p{u) - ip{c + o"))(g>(i4)-g>(c+o')), 

wenn (p (u) nur aufserwentlich singulare Stellen zweiter Ordnung 
besitzt. *) 

Diese Differentialgleichungen 

dienen nebst einer Anfangsbedingung , welche einem beliebigen Werthe 



*) Die doppeltperiodiBche Function n*®° Grades mit den einfachen Unend- 
lichkeitestellen 

in einem Periodenparskllelogramm läfst daselbst die Darstellung 



^-2^Ä^ + *(-) 



y = l " 



zu, wenn $(i4)in dem Parallelogramm regulären Verhaltens ist, dieselben Schlafs- 
weisen wie früher und die Bemerkung, dafs die elementareii symmetrischen 

Functionen von f^) (» = l,2^...n) eindeutige ganze Functionen f{q>) von 



u=v^ 



nicht höherem Grade als dem 2'<^", 4}^^ und dem 2n^^ sind, läfst wieder erkennen, 
dafs qp einer Differentialgleichung erster Ordnung und n^** Grades genügt: 

wo die Indices der Functionen /'(rp) die höchst möglichen Gradzahlen anzeigen, 

26* 
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von u einen von den Nullstellen der ganzen Function G{ip) verschie- 
denen Functionalwerth willkürlich zuordnet, zur Definition der doppelt- 
periodischen Function zweiten Grades. Weil jede solche Function als 
lineare Function von p{u) oder p(w+^) darstellbar war, wo v eine 
Constante ist, kann man die genannten Difi^erentialgleichungen durch 
lineare Substitutionen ineinander transformiren und speciell die eine 
untersuchen, welcher p{u) genügt. 

Wir wollen daher die Fra^e, was die doppeltperiodische Function 
zweiten Grades fp{u) für eine HeschafPenheit erhält, wenn zwei Wur- 
zeln der Gleichung G{q>) = einander gleich werden, dahin speciali- 
siren, daCs wir nur die Beschaffenheit von p(u) erforschen, wenn die 
Gleichung 

G{p) = 4tp^ — g^p — g^ — 4{p — e,) (p — e,) {p — C3) = 

zwei gleiche Wurzeln hat. Da aber e, =|)(o), ^2 = ^(0"), ^=l?(ß>') 
ist, kann die Gleichheit zweier Wurzeln ex nur ein besonderes Ver- 
hältnis der Perioden 2ca und 2 cd' nach sich ziehen. 

Es liegt nahe zunächst festzusetzen, dafs 9l(— t) unendlich wird, 

während o von Null verschieden ist. Weil dann 

ist, wird 



BIO* 



i) («) 2(,,-^-j - 






Gl) 

d. h. p(u) und seine Ableitungen sind nur mehr einfachperiodische 
Functionen. 

Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichung 

(|,'(M))2 « 4p^(w) — g^piu) — g^y 
so erhält man die Beziehungen: 

und somit 

Es müssen daher zwei Wurzeln ex einander gleich sein, und zwar 
hat man: 
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zu setzen. Umgekehrt erfordert auch die Gleichheit der Losungen e^ 
und e^y dafs die doppeltperiodische Function in eine einfachperio- 
dische übergeht. 

Sind gar alle drei Wurzeln ex einander gleich, so folgt wegen der 
Gleichung ^1 + ^2 + ^3 =* ^ 

«1 =0, g^ = 0, g.^ = 0, 
und der Differentialgleichung 

genügt die rationale Function 

wenn dem Werthe w = jp(m) = 00 zugeordnet wird. 

*§ 61. Additionstheorem der doppeltperiodischen Functionen. 

Um die früher erwähnte Darstellung von 2)(w + v) durch j)(m), 
V{^)i Piy')} P\^) 2SU vollziehen; beachte man, dafs die doppeltperio- 
dische Function dritten Grades: 

l p{u) p(u) 
l P{^\) P'(«i) 

"" o\u) o\u,) o\u^) 

für w= — (^t+Wj) verschwindet und daher die Gleichung; 

I)'(w,+M2)(jp0ti) — i)(W2))+l>(Wl+W2)(p'(w,)— l>'(«^l)) 

besteht oder 

{p{u, + M2))' (jp(w,) — 1)(W2))* 

= [l?(W, +W2) (p'(M,) -/(«*2)) +i>(w,)/(W2)— i>(W2)jP'(W,)J 

x(p(W| +W2)-p («))•*) 

Setzt man anstatt t«, und u^ u und t;, anstatt |>(m4~^) S, so ist 
die entstehende Gleichung: 

{S{p{u) - p{v)) + p{u)p\v) ^ p{u)p{v)Y- 

-4(p(t*)-jp(t;))'(S-2,(cD))(S~2>(cD"))(S-p(cö')) = 
für 
S = p(u + v), p{u), p[v) 

*) Formeln und Lehrsätze § 12, Formel 14. 



9(W, t*i,W2) == 
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identisch erfüllt, indem 9(1«} U|, u,) auch für t4=U|, u, verschwindet. 
Daher kann man die angeschriebene ganze Function von S gleich 

- 4 (p(t*) - p{v)y {S - p{u + t;)) (S -piu)){S -- p{v)) 

setzen , und nun gibt der Vergleich der Coefficienten von S^ die Glei- 
chung: 

4 (p(u) - p(v)yipi<o)+p{c") + 1,(0,')) + {p{u) - p'{v)y = 

- 4(i,(«) - !,(»))* (p(«) + !,(») +!,(« + V)) 
oder 

Darnach ist 

PC« - f) = T(-£S^^'i) )' - (M«) + PN 
und 

Wir sehen also, dafs p{u> '\- v) eine rationale Function von p{u\ 
piv)} P'iy)^ P'ip) ^^^ dann nach Elimination von p'{u) und p'iy) 
auch eine algebraische Function von p{u) und p{v) wird. 

Aber nicht allein die doppeltperiodische Function p (u) , sondern 
jede andere 9(u) mit der einzigen wesentlich singulären Stelle Uo^oo 
hat ein algebraisches Additionstheorem, denn wenn 

^(u) — JB (p(fi), i>'(w)) , q>{y) = JB(l>(v).l)'(v)), 

9(ti+t;) = B{p{u+v),p{u+v)) = B,{p{u),p{v),p{u),p(y)) 
ist, so kann man mit Rücksicht auf die Gleichungen 

{p[u)Y = 4p3(w) — g^piu) — g^ 
{p\v)y = 42>3 (v) _ ^j p (v) — ^3 

eine algebraische Gleichung 

G{fp{u + v), q>{u), q>{v)) =0 

für q){U'\'V) ableiten, deren Coefficienten rationale Functionen von 
g>(u) und g>{v) sind. Man nennt die doppeltperiodischen Functionen, 
welche im Endlichen vom Charakter der rationalen Functionen sind, 
elliptische Functionen] diese haben also ein Additionstheorem. 

Sollte man umgekehrt x^==p{u), y^^p'iu) auch rational durch 
l^c=fp{u), ri'^q>(u) darstellen können, dann erhält das Additions- 
theorem für die Functionen 9p (u) dieselbe Gestalt wie das der Func- 
tion p{u)j denn 

tp{u + t?) = JBi(jp(M), p{v), p (w), p{v)) 

wird eine rationale Function von ^>{u), ^{v) und den ersten Ablei- 
tungen 9'(w), q>{v). 
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Nuu wissen wir, dafs eine Transformation der algebraischen Glei- 
chung 

9{^, y) ^ y^ — 4a;^ + g.x + g^ = 

in 

GH, ij) = 

mit Hilfe rationaler Functionen 

6 = JBi(a:,y), n = ^A^yy) 
umkehrbar ist, wenn G nicht die Potenz einer irreductiblen ganzen 
Function^ sondern selbst eine irreductible Function ist; wenn also 
wenigstens einem festen Werthe von %s=z fp{u) solche Werthepaare x 
und y zugeboren, dafs die entsprechenden 17 -Werthe verschieden aus- 
fallen. 

Gibt man also u einen bestimmten Werth, berechnet dann 9>(u) 
B» S und die hierzu gehörigen Werthepaare {x, y) oder 

(!>(«*); PW) — («1 1 f>\)} («2» ^2)) • • • (»r, 6r), 

SO müssen zur eindeutigen Umkehrung der Transformation den aus 
den Gleichungen 

p{u) — a^ — 0, p{u) - 6^ = (9 *= 1, 2, . . . r) 

hervorgehenden Werthen 

u = u, -j- w?, Uj + w, . . . Mr + w 

wohl gleiche Functionswerthe fp{u), aber ungleiche Werthe für q>(u) 
entsprechen. 

Zunächst ist klar, dafs einem Werthepaare a^, h^ nur ein ein- 
ziger bis auf Perioden bestimmter Werth von u zugehört, denn die 

^er Gleichung 

l?(tt) — a^ = 

genügenden te -Werthe sind aus einem ersten u^ in folgender Weise 
gebildojb; es ist 

u = + ^e + ^• 
Weil aber p {— u) «» — p{u) ist, kann nicht gleichzeitig 

p\u^) — ft^ = und — !>'(**?) —iq=^ 

sein, es müfste denn u^ ^ o, o", &' und a^ «» ex und &^ =s sein, 
was im Allgemeinen nicht eintreten wird. 

Den V verschiedenen Werthepaaren (a^, h^) entsprechen somit r 
incongniente W^erthe u^, und diesen sollen nun auch r verschiedene 
Werthepaare 9)(wp) = S; 9'(**^) = ^ zugehören, oder weil 

9>(w,) = 9(1*2) = 9(m^) 

sein wird, sollen 

verschieden ausfallen. 
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Nehmen wir an, dafs 

V (Mq) — 9 (Mn) und 9' (u^) = 9' {Un) 
ist, 80 werden auch alle höheren Ableitungen von 9 an den Stellen 
Uq und Ujt dieselben Werthe erhalten, denn es ist ja 



ff 



dfp t Ctj /// G^ 



f '^--dWf """äff"' f 

dtpi dtp ^fp 



wo 6r| , O2 USW. ganze Functionen von 9 und <p* sind. Dann werden 
aber in hinlänglich kleiner Umgebung von tt^ und u^ die Entwick- 
lungen Yon fp{uQ"{'h) und q>{Uit-\'h) übereinstimmen, d.h. es besteht 
auch -die Gleichung 

g)(u^ + A) «= 9?(Wä + ^) 
oder 

9(A) = 9>{^9 — w« + A)> 
und Ug — Un wird eine Periode der Function g>{u). 

Bezeichnet demnach (2g), 2a) ein primitives Periodenpaar der 
Functionen p{ü) und q)(ü)f so kann q> (u^) nicht gleich 9)'(ti;v) sein — 

aufser an einzelnen Ausnahmsstellen , wo 0— verschwindet — und man 

kann umgekehrt p{u) nnd p(u) rational durch tp{u) und tp {u) aus- 
drücken. 

Wir sind damit bei dem Satze angelangt, dafs jede eindeutige 
doppeUperiodische Function q){u), die im Endlichen den Charakter der 
rationalen Function aufweist, auch ein Additionstheorem der Gestalt: 

q>{u + v) = It{q){u), (p{v), q)'{u), (p\v)) # 

besitist. 

Betrachtet man die algebraische Gleichung: 

0((p{u + v), 9)(m), 9(v)) = 

und fragt nach denjenigen Functionen 9, welche eine derartige Func- 
tionalgleichung erfüllen, so erhalt man gewifs noch allgemeinere Func- 
tionen als die eben genannten eindeutigen doppeltperiodischen Func- 
tionen, denn man kann der gegebenen Gleichung zufolge <p{u-{-v) als 
algebraische Function von q){u)^ 9>(v)f 9(^)7 9>'{^) entwickeln. Die 
Differentiation der Gleichung nach u und v führt auf die Relationen: 

'd^{u) ^ ^^ "*" d(p{u + v) du ~ ^ 

'dtp{v) ^ ^^^ "*" dq>(U+V) ' dv " ^ 

und durch Subtraction erliält man 

dG , . X dG ' / \ f\ 
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Nun aber kaun man q){U'{'V) in der verlangten Weise darstellen. 
Andrerseits läfst sich zeigen , dafs jede analytische Function 9 (u), 
welche ein algebraisches Additionstheorem 

G(q){u + v), 9(w), (p{v)) = 

tniu 

besitzt, entweder eine algebraische Function von u, oder e^" oder 
p{u) ist.*) 

M. Phragmen beweist ausführlich**), dafs jede analytische 
Function q){u), deren Elemente 

5ß,(«|a), S^,{v\b), l\(u + v\a + b) 
die llelation 

G(sp.(«|a), 5ß,(t;|ft), ^W + v\a + b)) = 
erfüllen, in jedem endlichen Bereiche von dem Charakter einer alge- 
braischen Function sein mufs, die einer Gleichung entspringt, in wel- 
cher die Coefficienten im Endlichen keine wesentlich singulären Stellen 
haben, und zeigt, dafs zwischen den zu den Argumentswerthen u, v, 
w + t; gehörigen Functionalwerthen q>{u), 9(1;), 9(w + v) immer die- 
selbe Relation bestehen mufs. 

Ist die Stelle u = 00 eine wesentlich singulare Stelle und 9 (u) 
eine endlich vieldeutige transcendente Function , so mufs sie nothwen- 
dig periodisch sein. Ist nämlich die Gleichung G^ >= in q){U'\'V) 
vom w*®** Grade, so gibt es immer Werthe a, welche <p(v) an (w+l) 
Stellen t;, , ^2 » * • - ^iH-i annimmt, und dann hat die Gleichung 6r ss 
bei jedem Werthe von u mehr verschiedene Wurzeln als ihr Grad an- 
zeigt. Es müssen daher unter den Wurzeln: 

ip{u + v,), ip(u + Va), . . . 9(m -f Vfn^i) (fi — 1, 2, . . . m) 

gleiche vorkommen; abeir die Gleichung 

q)^{u + Vf,) = fp{u + Vr) 

verräth, dafs Vfi — Vv eine Periode ist. 

Lassen sich alle Perioden als ganzzahlige Vielfache einer einzigen 
2(0 ausdrücken, so ist q)(u) eine endlich vieldeutige einfach periodische 

irtiu 

Function, und zwar eine algebraische Function von e ^'^ . 

Aufser diesen gibt es noch doppeltperiodische Functionen , die der 
hier behandelten Glasse angehören, wenn sie eindeutig sein sollen. — 

Ist nunmehr eine algebraische Gleichung 

G(i?,g) = 
vorgelegt, die man mit Hilfe der rationalen Substitutionen 

^ = ^1(6,^), y = ^2(6,1?) 

*) Formeln und LehrB&tze § 1. 
**) Acta mathematica Bd. 7, S. 33. 
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in die Gleichung 

yi „ ^x^ — g^x — g^ 

umwandeln kann , dann darf man | und 17 als doppeltperiodische Func- 
tionen (p{u) und fp{u) eines Parameters u auffassen und die Perioden 
von q>{u) und (p(u) sind diejenigen, welche der durch die Differential- 
gleichung: 

definirten Function ä;«=j)(t4)y die für tt=0 unendlich wird, zukommen. 
Die Gleichung Cr(S,i2) = kann nur vom ersteu Range sein, 
denn es gibt ja rationale Functionen von £ und 17 ; die nur an einer 
Stelle u des Periodenparallelogramms und nur an einer Stelle (S, ij) 
von der zweiten Ordnung unendlich werden. Umgekehrt sieht man, 
dafs die algebraischen Gleichungen ersten Ranges mit Hilfe der ein- 
deutigen doppeltperiodischen Functionen zu discutiren sind. 

§ 62. Berechnung primitiver Perioden. 

Nun handelt es sich aber um die Berechnung primitiver Perioden 
der durch die Differentialgleichung 



Q 



p{u -f v) - i)(m - t?) = - ,^^__^ ^,_^ 2 



definirten doppeltperiodischen Function x = p{u). 
Da die Gleichung 

" (|>(u)-p(r))' 
besteht und andrerseits für jede Periode ISf die Differenz 

p{u + '3') — p(w — 'S') 
verschwindet, so gehen die halben Perioden offenbar als Losungen der 

Gleichung 

p (v) = oder p (v) = 

hervor. Indem aber die zuerst genannten Werthe v zu keiner neuen 
Definition der Perioden fQhren, brauchen wir nur diejenigen Werthe 
V zu suchen^ fiir welche 

{p{v)f = 4(i>(t;) ~'e,)(p(t;) ^ e,){p{v) ~ e,) 

verschwindet. 

Bedeutet hier e, denWerth, welchen die Function für v = ci + w, 
63 den Werth, den jp(t;) für t? =»©'+**' annimmt, so ist e.^ der Werth, 
den p{v) an den Stellen v = co + w'-j-w? «» 0"+^ erhält. 

Angenommen y man habe aus der Differentialgleichung 

(p} = ^r-^ w \ {x^oo,u = 0) 

\dx^ 4(a; — e,) (« — c,) (a; — Cj) ^ ' ^ 

irgend zwei m- Werthe w, «= w-fee; und ©3 «= ci'-|-2tc; ermittelt, für 
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die X gleich e^ respective e^ wird, so mufs man hinterher nachsehen, 
wie die einmal fixirten halben Perioden mit primitiven gutsammenhängen 
oder ob sie selbst halbe primitive Perioden sind. 

Ist {2(0,2 G)') ein primitives Periodenpaar und soll auch (2c7j , 2a^) 
ein solches sein^ so müssen die Beziehungen bestehen: 

o, — pa> + ffc*' = «0 + w? 

©3 «-» pCD + gV = o'+ W7, 

wo die ganzen Zahlen p und q oder p' und q' nicht gleichzeitig ge- 
rade sein dürfen, indem sonst })(a>i) oder p{(0^) nicht gleich e^ oder 
C3 wäre. Weil 

und 



ist, wird 
und nachdem 

ist, mufs 

1^,03-3^30, = +^, pq'-pq^±\ 

sein, denn andernfalls könnte man 2 o und 2 o' nicht ganzzahlig durch 
2g}] und 2 03 ausdrücken. 

Man hat demnach zum Beweise, dafs die einmal gewonnenen 
halben Perioden 2 o,, 203 primitive sind, zu zeigen, dafs 17, 03 — Vs^i 

= +~ wird.— 

Vor der Bestimmung irgend welcher halber Perioden bemerken 
wir zunächst, dafs die unendlich vieldeutige Function u von x nirgends 
unendlich wird. 

Da das durch die Gleichung 

yi = isfi—g^x^-g^ = 4(a; — e,) {x -e^) {x — e^) = R{x) 

definirte algebraische Gebilde in der Umgebung jeder endlichen, von 
(x = ex und y ==» 0) verschiedenen Stelle x = a, y = 6 in der Form: 

x = a + t, y = b{l + tSii{t)) 

in der Umgebung von {ex^ 0) durch ein Functionen paar 

und in der Umgebung der unendlich fernen Stelle (00, 00) in der 
Gestalt 
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darstellbar ist, so wird die Function^ deren Ableitung nach t 
ist, nirgends unendlich. 

Bezeichnet i^(rr, y) irgend eine rationale Function von x und y 
und stellt man das Differential F{Xf y)dx in der Umgebung einer 
Stelle (^;j/) in der Form ^{t)dt dar, so heifst die Differenz der 
Werthe derjenigen Function von t^ deren Differential )!^{t)dt ist, für 
zwei Stellen t^ und t^ des hier benutzten Elementes des algebraischen 
Gebildes das von t^ nach t^ erstreckte bestimmte Integral: 

Smdt 

Entsprechen denWerthen t ^=>t^yt^ die Stellen (x,, y,) und {x^jy^j 
so schreibt man das Integral auch in der Form 

fF{x,y)dx. 

(*i,yi) 
Will man ein Integral von {x^^^y^) nach einer einem zweiten Functionen- 
elemeut angehorigen Stelle (üPo, ^0) erstrecken, so suche man einen 
von (a?fl,yo) i^ach (x^jy^) verlaufenden contiuuirlichen Weg mit den 
vermittelnden Stellen 

und verstehe unter dem bestimmten Integral 

F{xy)dx die Summe ^ 1 F{xy)dx, 



f 



wobei (^»+1, yn+i) für (Xq, y^) gesetzt ist. Mit der Wahl des von 
(^o>yo) i^ach (Xq, yo) s^^^ erstreckenden Weges hat das bestimmte In- 

tegral j F(xy)dx auch einen bestimmten Werth. 

(«o,yo) . ,^ 

i dx 
Nach diesen Bemerkungen wird das bestimmte Integral f — 

nirgends unendlich. («»yo) 

Wir denken nunmehr die von einander verschiedenen Wurzeln 
der Gleichung 

^^ — ff2^ — 93 *= 
e, , ^2, C3 mit Rücksicht auf die Beziehung ^1+^2+ 63 = so geord- 
net, dafs e, — ^2, ^2 — ß.). und dann auch c, — e^ positiv werden, d.h. 
positive reelle Bestandtbeile oder — falls diese verschwinden — doch 
positive imaginäre Bestandtheile besitzen. Dann kann keine der Gröfsen 

^-^^• = x2 und ^^-'*=rx'2 
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einen reellen negativen Werth annehmen und keine hat einen reellen 
positiven Werth, der grofser oder gleich 1 ist. 

Nach dieser Pestsetzung fragen wir, ob es u Werthe gibt, für 
die p{u) = c, ist. 

Sind €^, e^^ e.^ und dann auch g^ und g^ reell, so wird x in der 
Umgebung von u = bei reellen zunehmenden t«-Werthen abnehmen, 
und indem wir uns an diesen einfachen Fall halten, setzen wir 

du 1 

dx ~ jf/J^a;-— e,y(i~e,)(V-e;) 
und geben hierin der Wurzel das positive Zeichen. Da dem Werthe 
X = oo der Werth m = zugehört, ist bei positiv genommener Qua- 
dratwurzel: 

i\ r dx r dx 

J J VRW J VB{x) 

und 

00 



ö, 



JYM{x) 



wird ein w -Werth, der die Gleichung !>(«*) — c, = erfüllt. — 

Setzt man x ^^ e^-^-i und versteht unter g eine reelle Grofse, so 
entspricht rr = e, und a: = oo der Werth 5 «== und | = oo und 
man kann 

OD 







"^ViVi + e.^e^Vi + e.-e, 



setzen. Legt man hier }/i das positive Zeichen bei, so hat man die 
zwei übrigen Wurzeln so zu wählen, dafs der reelle Theil derselben 
positiv ist. 

Um auch einen Werth für 03 zu finden , setze man für u vi und 
bemerke, dafs die Entwicklung von p{vi) in der Umgebung der Stelle 

t? = mit beginnt. Dann geht pivt) auf dem Wege von i;«=0 

nach ^, von — 00 nach C3, und weil |)'(t*) «=p'(t;f) bei reellen v 

gleich ist einer negativ reellen Grofse mal i, so setze man in der 
Gleichung , 

1 Cb X 

av = 



y-B{x) 

die Quadratwurzel positiv, dann wird 

4 —OD 



^ . r dx ^ r dx 

^^ "~ J V'-R{x) ~J VRix) 



Die Substitution x = e^ — | führt wieder auf das geradlinig zu neh- 
mende Integral: 
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^ . r dl 



^{"+(«1-«.)]^« + («!-«•) ' 



in welchem y^ der positive Werth beigelegt werden mufs und die 
übrigen Wurzeln derart zu wählen sind, dafs ihr reeller Theil posi- 
tiv ist. 

Bevor wir die gefundenen Werthe (o^ und 03 in anderer Form 
darstellen ; bemerken wir, dafs die Function p{u) für 

gleich €if 62, €3 isti je nachdem die Zahlen p und q (die nicht gleich- 
zeitig gerade sind) den Bedingungen 

p=l, q = (mod 2) 

oder p = 1 , 3^1 (mod 2) 

oder p = 0, g = 1 (mod 2) 

genügen; und dafs die Gleichung 

,(„ + ^) _ e, - 1 (^^jil^^-y- Piu) - 2e, 

mit Rücksicht auf die Formeln: 

{p{u)y = 4{p(u) - ei))(p(u) - e^))(p(u) - e,)) 

«a + e^ + «V = 
in die folgende umzusetzen ist: 

Setzt man nun an Stelle des früheren u ^z''\'^\ ^^^ ^^^^ ^1 ^^^ ^ 
geradlinig nach 0| gehen, so wird 

von 63 nach 6, übergehen, und wegen des vorhin negativ genommenen 
jj'(w,) ist 

gleichzeitig positiv zu nehmen. Da u jetzt von Oj nach Oj geht, er- 
hält man 

_ /• d« ^ /• dx 

j VE{x) j vmx) ' 

«k «I «k 

Ersetzt man das frühere v durch fi))-|-t;|i und geht t;, von Null nach 
^ über, wobei 

von e^ nach 62 gelangt und 



jdu = je 

Oh 



= IdU «a G), 
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p'iv) = p'ivi + 0,.) = -%f^^P(vi) 

einer positiven Grölse mal $ gleich zu setzen ist, so kann man o, in 
der Form: 



^ . r_^dx ^ . / * dx 



5) 
— 00 e^ 

schreiben. — 

Eine andere gebräuchliche Form für die halben Perioden findet 
man durch die folgenden Erwägungen. 

Es war 

Wenn hierin v eine halbe Periode TSf ist^ für die p{'Sf) «= ex sei, so 
erhält man 

Wird wie früher Ij =» ^-^ gesetzt und führt man die Bezeichnung ein : 






so folgt die Gleichung 

^) (A=.l,2,3). 

Zwischen den neuen ganzen Functionen ifx{u)j die an der Stelle li^sO 
den Werth 1 annehmen, bestehen die Relationen: 

^i'W - ^a'W + (^1 - ^)<^' W = 
^i'i^) - <^3' W + (^2 - «3) <^' W = 
<^3' W - <^i'(w) + (^3 - e,) o^u) = 0, 

die man einfach durch Elimination you p(u) erhält. Setzt man die 

Identität 

(P(W) — «l)(«2 — «3) + (l>W-«2)(«3— «l) + (l>N--«3)(«I— ß2)=0 

in eine zwischen den Functionen 6z(u) um, so ergibt sich: 

Diese Relationen benutze man zur Ableitung der DifPerentialglei- 
chungen, welchen die zwölf Quotienten 

C{U) — 51,0, ^^(-^j = 6/.,.-, ^^(^j — feo,2 

genügen. Zunächst ist 

(p (w))2 = 4 (^ ^— j = 4gifoS^Sr'o. 



Doch weil 



(Ä(.(.)-«))'-4<ii?)^ 
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ist, erhält man 



und ferner 









denn ^ao wird an der Stelle ua«0 unendlich und nimmt von da an 
ab: offenbar ist auch, lim— 1-^- ^^ = — 1. 
Da nach den früheren Gleichungen 

ist, wird 

Ebenso geht die Gleichung 

in die folgenden Differentialgleichungen über: 



Ju" (^^ ~ ^^^ ^^ '^^ • "°^ -JiT 



= — (ÖA* — ^y)iltiop .und -^— = 5M^5r2, 

und es ist für w^O 

S..-1, &)2 = Q und ^=1. 






Die Differentialgleichungen erhalten aber auch die nachstehende 
Form: 

(^i")'= (1 - (*'" - «^) ^-') (' - («' - «^) 6S;i) 

und jetzt übersieht man utiniittelbar, dafs wegen der leicht zu veri- 
ficirenden Kelationen 



ö, 



-e,J yi 



dl,. _ ä: 



»^«.-e, / yi-ii,i/i-?it^ K«,-e. 



und 





wird, wo in den geradlinig auszuführenden Integralen K und K' die 
Wurzeln diejenigen Werthe besitzen, deren reelle Bestandtheile positiv 
sind und der Werth von ^e^ — e^ beliebig zu fiziren ist — 
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Will man beweisen, dafs die hier angegebenen Werthe 01,03 
hsihe primitive Perioden sind, so suche man zunächst aus der Gleichung: 

durch geeignete Integrationen 1^1== -y-y und 1^3 = -j-y zu berechnen.*) 

/* f» fi f» 
wird an der einzigen Stelle a:«=(X) unend- 
y M\x) 

lieh , doch weil die bestimmten Integrale zur Ermittlung von i], und 1^3 
offenbar nach diesem Punkte zu erstrecken sind, wollen wir das Dif- 
ferential ,. zunächst umizestalten. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke die viel verwendete Identität 
d ( VW) \ d ( VbJs) \ 2(0- 1) 



/ YRit) \ _ d_ ( Vb w \ 

\{z - 1) VB{bV ^'^ \{t — e) VW{i)J 



dt \e — t) VR{ey ^^ \if — e) yW(t)J VE{z) yB{z) 
auf, die sich unter Anwendung der Formel: 

dxyx—aj "" 'i (x-a)VB(xj (« — «)« 

leicht bestätigen läfst, führen die Differentiationen wirklich aus, mul- 

tipliciren das Besult>at mit ^i2(^) und setzen dann an Stelle von x 
und geben t den Werth e,, so geht die erwünschte Gleichung: 

oder 

xdx l j(VbJö^\ , ^ dx , («r— «a)(^-V äx 






hervor. 

Nun folgt aus der Gleichung (Ä) 

und je nachdem man den ersten oder zweiten Ausdruck für x — e^ be- 
nutzt, ergibt sich im Falle fi ^= l^ v ^^2, X = 3 

xdx l ^{yB{x)\ , c, d|,2 






2 
12 






2 
12 



(i-»'*||,)(iS« 



— tj/e, — c, 



*) Vergl. die „Formeln" S. 86. 87. /l -lIsJ^l -"'* 5^ 

Bicrmanii, PvncUontnttaeori«. '^6 
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denn es ist 

oder 

e. + ^3:^ == ea + (e^ - e, ) ( 1 - ;^-^ gi , j • 

Da nun die Gleichung 






in der Umgebung der unendlich fernen Stelle richtig ist, d. h. weil die 
Entwicklungen beider Seiten als Functionen von u in der Umgebung von 
u = oder als Functionen von x in der Umgebung von x=^(x> überein- 
stimmen und somit auf keiner Seite eine Gonstante hinzuzufügen ist, folgt 

Denn wenn u von bis o, oder 03 übeigeht, durchläuft Ij^ ^^^ S32 
die Werthe von 1 bis und x geht von cx> bis c, oder von — 00 bis 
^3. In den neuen, geradlinig zu nehmenden Integralen 

^=r__izi*i»_^di,, und £' = /*-— '":_«;!&. . di„ 



haben die Quadratwurzeln wieder diejenigen Werthe, deren reelle Be- 
standtheile positiv sind. 
Setzt man 

,,, = - - ii^ + V^~7, E, 1,3 = - j, *■*•_ ^K- ij/^^T^, E- 
und bemerkt, dafs bei den getroffenen Festsetzungen 

positiv ist, so hat man endlich zum Beweise dafür, dafs 2<D| und 2(o^ 
primitive Perioden sind, zu zeigen, dafs die Gleichung 

,,,«3 - ,3«, = i{EK'-KK'+ E'K) = ^ 

besteht; doch gehen wir auf die Ausfährung nicht ein und verweisen 
auf die Untersuchungen von Legendr e.*) 

Hier haben wir die verschiedenen Ausdrücke so gewählt^ wie sie 
in den Formeln von Weierstrafs angegeben sind. 

*) Traite des fonctiona elliptiquee. I, S. 60. Siehe auch Dur^ge: Theorie 
der elliptischen Functionen § 70. 
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§ 64. Eindeutige Funotionen des Peiiodenverhältnisses. 
Hat man zwei primitive Perioden 2c9| und 203 gefunden, fQr die 

ist, so werden mit Hilfe der Gleichungen 

^ = /l,(«)-e, (A = l,2,3), 

die ihrerseits die Quadratwurzeln ]^jp(w) — ex als eindeutige Functionen 
von u definiren, die sechs Quadratwurzeln f/efi — e^ in folgender Weise 
bestimmt sein: 

i/^^r^—^jM= ^'^"^^W ,/- ^ g| («>t) e'i^'^aim,) 

V^\ ^2 — \j(^^^) cr(a»,)<F(a),)' ^ ^^ ^« ~ (?(a>,) "~ ö(fl>i)ö(a>t) ' 

— was man mit Hilfe der Relation 

wo 'c9'c:s:sj>(9f-j-gG>3 ist, leicht bestätigen kann — , und zwischen ihnen 
bestehen die Beziehungen : 

weil e^ =a i ist 

Für die Gröfseu (^(gi^) ergeben sich folgende Ausdrücke: 



gl>;iWl J^^i^l«! 



(y(G),) = - L,- -^= » <^(0'2) = 



wenn ^« für e^ gesetzt wird, und hierin haben die vierten Wurzeln 
nur solche Werthe^ deren Quadrate den oben genannten Wertheu 
gleich sind. 
Da ferner 

ist, wird noch 



26* 
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Sind 2g), und 2(o^ primitive Perioden der durch die Differential- 
gleichung 

(ä3' = 4a;» — g^x - jf, (t* = 0, a? = oo) 

definirten Function x=p{u)f die in der Umgebung der Stelle u = 
die Entwicklung 

OD 

!>{«) - i + 2^^*' ~ ^)<^«*'"* 
besitzt, wo 

^ " 2' 7^ A ^. ,«-*- (^ = 2,3,...) 

ist; SO ist klar, dafs Cp ungeändert bleibt , wenn man 2c9| und 203 
durch äquivalente Perioden 2*2^1 und 2'ZBf^ ersetzt oder — was dasselbe 
heifst — wenn man o, und 03 einer ganzzahligen Substitution: 

mit der Determinante P2' — p's = + 1 unterwirft. 

Die Ausdrücke c, sind, wie wir gleich nachweisen wollen, ana* 
ly tische Functionen von a^ und 03*)- 

Bezeichnet man den Quotienten — - mit t ^= a -{- ßi, wo unter 

der Annahme eines positiven reellen Bestandtheiles di (~'} ^ ^l'^ 
reellen und ß nur positive reelle Werthe erhalten darf, auf dafs 

ist, so kann man die unbedingt convergenten Summen in folgender 
Weise schreiben: 



+ 00 4-00 






(2«,)'" 

Leitet man aus der Formel 



+ 00 00 4- OD - 



1 



/< = —<» '* /<=:l/t=— OB '* ' ** 



Ä cotir XU n = — ni «. r 



oder aus der äquivalenten Gleichung: 



00 00 



*) Vergleiche Unrwitz: Theorie der elliptischen Modalfunctionen. Math. 
Annalon, ßd« 18. 
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durch (2 n) malige Differentiation nach (tfi') die Relation ab: 




.in • 



in welcher die rechte Seite couvergirt, solange | e«^«*/*' | < 1 , so gibt 
deren Anwendung die Formel: 






(2»,) 



in 



_ju=i '^ ^ ' rsi ' «^ 



Der rechtssteheude Ausdruck ist der früheren Summe ^, ^,(- — -p-^ -) " 



gleich, sofern nur | 6^*» | < 1 oder m t = a -{- ßi ß positiv ist. Er 
stellt eine analytische Function dar, denn die für den Klammeraus- 
»druck zu setzende Potenzreihe nach ef^* convergirt in der positiven 
Halbebene von r, kann aber darüber hinaus nicht fortgesetzt werden, 
weil sie für jeden rationalen Werth von r unendlich wird. Die tirofsen 
Cy sind also analytische Functionen von m^ und 03. 

Bei den oben genannten Substitutionen mit der Determinante 

pq —pq^s 1 wird zugleich mit 31 (—^) auch 5i(«') positiv. Hat 

man demnach zwei eindeutige Functionen von O] und o,, die in der 
positiven Halbebene von r nach Potenzen von e^"* zu entwickeln sind, 
und bei einer ganzzahligen linearen Substitution mit der positiven 
Determinante 1 um denselben Factor geändert werden, so. ist deren 
Quotient eine eindeutige Function von r, die nur in der positiven Halb- 
ebene existirt und bei den linearen Substitutionen 

ungeändert bleibt. 
Offenbar ist 

eine solche Function, denn weil 

g^ = 60(?2 , g.^ = I4OC3 
ist, fallt im Zähler und Nenner der bei einer der in Elede stehenden 

Substitutionen sich ändernde Factor ( ~ — ) aus. 
Da 

-f- = - (^1^2 + ^263 + ^3^,) = l (^V' + Ci^ + v') 

ist, kann man 
setzen, und weil 



406 
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!/2' - 27(732 « 16Ö = 16(63 - ^y{^2 - «i)'(«i - ^y 

= 16(x2x'2)2(6, - 63)« 

oder mit Bücksicht auf die Relation 

gleich 16(x2(l — «^))'(e, — Cj)® ist, läfst sich J{x) als rationale Func- 
tion von x^ darstellen: 

^'V'^^" 27 (x«(l-x«))« 

und x^ ist umgekehrt eine algebraische Function von J(t). 
Eine weitere wichtige Gleichung ist die nachstehende: 

T(t\ — 1 _ -??^»' ((l + ««)(2-x«) (1 ^2x»)> 

^^ fl^f' - 27^8« "° 27 (x»(l - *«))« 

Es handelt sich nun wieder um eine Darstellung von J{r). Es ist 

3 



9i 



(60'^)'=(2^r{l20^(^y + 320»*^A»,^^-, 



und weil 2 (7)' = Tiö T" "*' 8'" *"*'' 



fl'2" 






Um den Nenner 16 G in dem Ausdrucke für J{x) als Function von r 
zu entwickeln, gehen wir zunächst auf die Relation 



6.{U) 



== Vp{^) - ^i 



e~'i"<F(»;i + «) c''^''ff(co2 — 1*) 



zurück und stellen <t(u) als Function von r dar. 
Setzt man in 

^1 «' « -°°- 1 sin* f -r- - ) 

statt der Sinuse die Exponentialfunction und benützt die Bezeichnung: 



U9ti 



so wird 



1 



jriTi 



= /», 



« = 1 



TT 






(I — /r"j' 



und hierin ist 



^1=1 



w' 



2(01 



CD 



« ^ ;f#i ein' C^"!*^) 



2a>, 



1 

6 
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Gibt man hierauf u den Werth ci, , wobei s = e* := i zu setzen ist, 
so folgt: 

, /rr(i+Ä'")\« 

^, . 2a,, V'""'/V \ 

n 
titi }_ 

aber im Falle u = ©3 und z = e^ ==h^ wird: 
oder weil 



^ _— g 2(01 2ai, __> g 2 ^ ^ 



ist; gilt auch die Formel 

Endlich bei der Substitution t* = cj^ und z = e'^^' = iÄ* ergibt sich 
• mit Bücksicht auf die Gleichung: 

cScu; A 2 ^g 2 ■*■ 4 /^ 4^ 

wenn wir statt e^ ^« schreiben: 

Nunmehr erhalten die auf Seite 403 angegebenen Wurzelgröfsen 
die folgenden Werthe: 

Man sieht zunächst, dafs die Gröfsen x^ = ^~ ^' und x'^ = ^*~ ^' ein- 
deutige Functionen von x werden^ denn man erhält: 



" 
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JY(i + ft*")Y ^ //yo-Ä'— ■) ^« 



x2 = 1()A I -*4-— - I . x'» = ' ' ' ^' 



Audrerseits folgt mit der Bemerkung, dal» 

Yj{i - Ä»«)(i — A»— ')(i + Ä*")(i + Ä*— ') =/7(i — &*•) 

ist, für 

160 -= 16(cj - e,)»(e, - C3)»(e, - e,)» 

der Ausdruck 



OD 



' «=1 



und darum besteht die Formel: 



^ -2» ^ 3 






Ä«/7(i - fc«")" 



n = l 



An dieser Stelle erwähnen wir nur noch, dafs die Function J{r) für 

den Argumentwerth r =» ^ ss e ^ und alle daraus durch die ganz- 
zabligen Substitutionen mit der Determinante 1 hervorgehenden Werthe 

ni 

verschwindet, und andrerseits J{t) — 1 für r »= i «s ^ > und die durch ^ 
dieselben Substitutionen entspringenden Werthe Null wird. Man kann 
nämlich zeigen, dafs in 

I 

verschwindet, indefs 16 G an diesen Stellen endlich bleibt. 

In der That, wenn man die Glieder der Summe für ^2 ^^ J^ dreien 
in folgender Weise zusammenfafst : 

so ist die Summe offenbar Null. Ebenso kann man in der Summe 
für ^3 die zwei Glieder vereinigen: 

( — i — ^) und ( — -,-)=-(- ) 

und ihre Summe gleich 
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seteen; man sieht, da& g, an der Stelle x = i Terschwindet 

Setzt man endlich ^= -^ = cc, ohne dafs cJ| Null ist, so wird 

J{%) = oo, denn dann verschwindet 16ff , aber 

J{t) . e«^»^ 

hat für r = ioo einen endlichen von Null verschiedenen Werth, und 
die Stelle t = ioo ist für J(t) eine wesentlich singulare. 



II. Abschnitt. 

Einleitung in die Theorie der Functionen mit linearen 

Substitutionen in sich. 



§ 65. Normalformen der Substitutionen. 
Functionen mit einer Fundamentalsubstitution. 

Zur näheren Beurtlieilung der eindeutigen Function e7(r), welche 
bei gewissen linearen Substitutionen des Argumentes ungeändert bleibt, 
richten wir die Frage allgemein nach eindeutigen analytischen Func- 
tionen F(x) der Beschaffenheit, dafs für bestimmte lineare Substitu- 
tionen 

an Stelle von x die G^leichung 

^(^F^) = ^(-) 

bei jedem Werthe x aus dem Innern oder der Urenze des Stetigkeits- 
bereiches von F(x) besteht. 

Wenn wir auch nicht im Stande sind, die Theorie dieser Func- 
tionen zu entwickeln , so soll doch gezeigt werden , wie die functionen- 
tlieoretische Behandlung der gestellten Frage ausfallen mufs, und das 
thun wir um so lieber, als dabei hervorgeht, dafs die auseinaudergesetzte 
Theorie der doppeltperiodischea Functionen prototyp ist. 

Wie bei der Frage nach den doppeltperiodischen Functionen zu- 
nächst die gegenseitige Beziehung der Perioden untersucht wurde^ 
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müssen wir hier vor Allem die Substitutionen selbst betrachten. Wir 
nehmen hierbei gleich den Satz vorweg, dafs es keine eindeutige oder 
endlich vieldeutige Function geben kann, die unendlich kleine Sub- 
stitutionen f{x) besitzt y d. h. solche, für die \x — f{^)\ kleiner ist als 
eine beliebig kleine Gröfse. — 

Wir nehmen an, dafs die Substitutionscoefficienten a,b,Cy d, die 
im allgemeinen complexe Grofsen sein werden, eine Determinante 

ad — bc 

gleich Eins besitzen, denn die Division des Zählers und Nenners in 

f{x) durch yad — bc gibt üoefficienten der verlangten Art. 

Sind die Substitutionscoefficienten reelle Grofsen, so kann man 

sie durch Division von j/ad— bc oder f/bc — ad in andere reelle der- 
art umgestalten, dafs ihre Determinante + 1 wird. In dem letzteren 
Falle ist die Substitution von f{x) an Stelle von x — welche Operation 
durch das Symbol 

(^, m) 

angezeigt werden möge — offenbar unter einer Substitution 

OfiC + ß , , 

ax + ya; + o 

yx + d ' 

enthalten, vfo a, b, c^ d feste Grofsen und a, ß^ y, d reelle Coefficienten 
mit der Determinante Eins sind. 

Bemerkt man, dafs die Yollführung einer Substitution (o;, fW) 
nach der ersten {Xy f[x)) eine Substitution 

(a J?L5 +J'' I 5 

gibt, deren Determinante das Product der Determinanten 

ad — bc und ad — b'c 

ist, so wird man zur Untersuchung der Substitutionen gleicher Deter- 
minante blos diejenigen mit complexen oder reellen Coefficienten von 
der Determinante Eins zu betrachten nothweudig haben. 

Man nennt x äquivalent oder congrtient x^^ , wenn es vier Grofsen 
a,, 6j, Ciy di gibt, welche den Bedingungen: 

a^x -4- bj 
«*" = 1a , Oidi — bid = 1 



genügen. Da umgekehrt: 



x= .'■— xi) . [-> diOi — (— bi) (— c.) = 1 
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wird, ist auch a;^*') der Grofse x äquivalent. Ist die erste Operatiou 
mit {x, fi[^)) bezeichnet, so deutet man die inverse Substitution durch 
{fi{x)y x) an. 

Zwei einer dritten äquivalenten Grofsen sind untereinander äqui- 
valent, denn wenn in 

• CxX + dl ' 2 CfX + dt 
die Determinanten gleich Eins sind, so gibt es auch vier Gröfsen 
^} ßf 7} ^7 ^^^ welche 






wird und zwar ist: 



X = («|dt — ^Ct)a?2 + (^ (h — «I ft«)_ 

* (Cid, — c,d,)x, + (dio, — 62 c.) 
Ist nun F(x) eine analytische Function, für die 

ist, so wird auch 

/ ir(/-M (X)) = F(x), 

wo /*<"») (a;) den durch m malige Wiederholung der Substitution {x^f{x)) 
aus o; gewonnenen Argumentwerth 

/•(n . . .fix)) . . ) 
bezeichDet; die Function F{x) bleibt zugleich mit der ursprünglichen 
auch bei den neuen ijubstitutionen {x, /'^'">(^)) ungeändert — Be- 
zeichnet man 

so ist 

"^m« + ^m c„,.,(a,i + 67) + d^i;j(c,a; + d,") 
und 

Schreibt man für x P^^{x)y für die inverse Substitution von f^^^{x) 
f^~^^(x) und setzt 

/T-«) (äs) = /•(-•)(/•(- "«+1) (a;)) , 

so folgt ebenso 

F{r-^(x)) ^ F{x) , 

wenn n irgend eine i)Ositive oder negative ganze Zahl bezeichnet. 

Es ist möglich^ dafs eine m malige Wiederholung der Operation 
{Xy f(x)) zu dem Argumentwerthe x^ «» x zurückführt. 
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Um die nothwendige und biureichende Bedinguug dafür zu findeu, 
geben wir einer Substitution 

erst besondere Normalformen. 

Die beiden Werthe von x. für die x = -^^ > ist, sind 

und darnach wird der Ausdruck 

y^. -« odp- -— -- ^^ oder - A+"^- 

gleich 

— 1 + 7((« + »)' - (« + «ji'i:« +"»F-^) - X 

zu setzen sein und mit Hilfe dieses kann man in dem Falle Ton ein- 
ander verschiedener Werthe x' und x" die Substitution y = "^;^ auf 
die Form: 



y - X X — X 

bringen y denn für x = x, x\ — folgt wie früher y = Xj x\ 0. 

j^ der sogenannte MuÜiplicator der Substitution ist nicht gleich 
Eins , wenn (a + S)^ von 4 verschieden ist oder wenn x und a?" un- 
gleich sind. Falls die Substitution reell d. h. die Coefficienteu reelle 
Urofsen sind, wird K reell; sofern 

(a -j. tf)2 _ 4 > 

ist und der absolute Betrag l^*! ist von Eins verschieden. Ist aber 

4_(a + d)2>0, 

dann wird K complex und | JTI = 1 d. h. der Multiplicator erhält die 
Form e*v, wo nun 9) reell ist. 

Sind a, ßj y, 8 ganze Zahlen, so kann (a -{- dy unter der Be- 
dingung 4 — (a + tf)* > nur die Werthe Null und Eins besitzen 
und dann ist der Multiplicator 



ir==-l.oder-(-i-+ip)=e 






Sind aber die Lösungen x' , x" einander gleich oder (a + tf)^ = 4 
und £* s= 1 , so kann die ursprüngliche Substitution nicht mehr in der 
früheren Normalform angeschrieben werden , denn diese wird zur Iden- 



j 
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tität. Da aber letzt in y = ^^^J^ f nur mehr zwei Constante will- 

kürlich sind, kann man der Substitution die Form 

1 1 I 

y — X X — X * 

geben. 

Ist in unserer früheren Substitution {x, /^'H^)) («i + ^i)^ ^ 4, so 
gebe man der Substitution (XjP^^{x)) die Form: 



/•<»») (x) - x' 



= K 



m 



X — X 



und hier sieht man, dais im Falle f^^^{x) = x 

ä:~ — 1 

werden mufs, d. h. K ist eine m^® Wurzel der Einheit. 

Ist hingegen (a, + rfj^ = 4 und «i + d| = + ^» s^ ^^^^ "■ 
wie man leicht bestätigt — 

' ^'^^ mc,a; + (md,^(iii— i)) ' 

und weil die Forderung, es sei Z^*"^ {x) «■ o?, die Gleichung 

^1^* + (^1 — öt,) a; — 6, = 
nach sich zieht, so mufs schon P^^{x) «» x sein. Es kann also nur in 
dem Falle, wo 

. m^ - /(- fT- •)■" - ' ■ 

die Iterirung der Substitution {x,f^^^x)) auf x selbst zurückführen. 

Fragt man nach analytischen Functionen F(x), welche blos die 
Substitutionen 

(«, /t»)(a;)) (n = + 1, ±2, . . .) 

zulassen und bei anderen Substitutionen {x, f[x)) ihren Werth ändern, 
so kann man die Untersuchung folgendermalsen einrichten*). Setzt man 

^W— yx + d' 

so besitzt die Function 

F{q>{x)) = ^{x) 
zufolge der Gleichungen 

^{q>-^(x))~F{x) 

H^^'if'm = F{f{x)) = F(x) = 0(g)-» (a:)) 

die Substitution 

ix,t{x)) = {x,q>-'{r(g>Hx)))) 
oder 

*) Vergleiche Raasenberger: Theorie der periodischen Functionen. § 34. 
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und die durch Iterirung dieser gebildeten Substitutionen. Hier verfüge 
man ohne Rücksicht auf die bereits abgeleiteten Normalformen der 
Substitutionen über die Constanten a, ß^ y^ d derart , dafs {x, tlf(x)) 
eine möglichst einfache Gestalt erhalt, denn dann hat auch ^(x) ein- 
fache Substitutionen. 

Soll X aus dem Nenner ausfallen , so mufs 

Ci«^ + (öti — öi)ay — 61 y^ — 

werden. Hierin kann man a und y nicht gleichzeitig Null setzen, 
sonst wäre q)(x) blos eine Constante und 0{x) hätte keine einfacheren 
Substitutionen als F{x). Setzt man y ts^O, so wird c^ Null und F{x) 
wäre bereits eine Function mit einer Substitution der verlangten Art. 
Wir schliefsen daher den Fall y '^0 aus und losen die Gleichung 

V y / Ct ^ Y ^ C, 

Sind die Wurzeln verschieden, so gibt es zugleich mit F(x) eine Func- 
tion 0{x)f welche eine Substitution der Form 

(x, ^(a?)) = (x, Kx + h) 

zuläfsi Bezeichnet hierauf {x^ xi^)) ^^^^ neue Substitution (x, €cx-\-ß^\ 
so existirt mit 0{x) eine Function ^{x), welche die Substitution: 

gestattet Wählt man hier /)' so, dafs Kß^ — ß^ -{- k verschwindet, 
dann hat die neue Function ^{x) die Fundamentalsubstitution: 

(x^ Kx) . 

K bezeichnet wieder den Multiplicator der ursprünglichen Substitution 
{Xy f{x))y wie man leicht berechnen kann, indem man nur nach der- 
jenigen Substitution y ■« ~~^d ^^«^i "" ^1^1 = ^) f'^^K*» ^® ^^^ 
Hilfe der Substitution q>{x) = "^T > »'is y «= Kx resultirt, auf 
dafs also 

CxX + dl ___ ^_?^*.+ ß_ 

q/ g-f 6| , yx + d 



a 



wird. Entsprechend den zwei Losungen für — gibt es aber zwei 
Multiplicatoren , doch weil 

F{P[x))^F{x)^F{f-^(x)) 

ist, wird der eine nur das Beciproke des zweiten sein, oder mit anderen 
Worten: man kann die Substitution {x^f{x)) mit dem Multiplicator iST 

ebenso wie die Substitution (a?,/'~*(^)) ™^* ^®°* Multiplicator ^ als 



Einleitung in die Theorie der Functdonen mit linearen Subatit. in sich. 415 

• 

die fundamentale Substitution ansehen , und deshalb dürfen wir voraus- 
setzen, dafs die Function V{x) eine Substitution {XyKx) habe, in 
welcher l-ST] < 1 ist. — 

Ist aber -ST««!, so gibt es zugleich mit F{x) eine Function 4>(a;), 
welche die Substitution 

^{x) s= rc + * 
zuläfst. Setzt man dann 

X{x)^\x, 

wo c eine beliebige Grofse ist, so hat ^{x{x))=^ W{x) eine Sub- 
stitution : 

Fragt man wieder nach der Substitution y = *^^J » ^^^ ^^i^ 
Hilfe von g){x) = "^T^ aus y = aj-f-c hervorgeht, soll also 

yy + * yx + d* 
sein, so hat man 

zu setzen, und wenn a,ä| — b^c^ «= 1 ist, ergibt sich für a, und (2| 
die Bedingung 

(«1 + d,)' -4 = 0, 

unter welcher auch früher K=l war. 

Nehmen wir an, dafs c=l sei, so ist die aus 

r{x) = x + \ 

gewonnene Substitution 

f{n)(x) =. x + n, 

und eine Iterirung kann niemals auf x zurückführen, d. h. eine ein- 
deutige Function F{x) mit einer linearen Substitution {x, x-^-c) hat 
für unendlich viele Werthe des Argumentes denselben Werth; sie mufs 
transcendent sein. Weil F{x) an der Stelle cx> wegen der Gleichung 

F(x -f oo) = F{x) = i^(oo) 

jedem Werthe beliebig nahe kommt, ist die Stelle cx> eine wesentlich 
singulare. Hat F(x) noch eine andere wesentlich singulare Stelle x^ , 
so sind auch x^ + nc wesentlich singulare' Stellen. 

Die hier genannten Functionen sind die einfach periodischen. 

Eine eindeutige Function mit einer Substitution y == KXy wo 

|£'|^1 ist, hat niemals eine Substitution 

{X, r-Kx)) = {X, K-x) = {Xy X), 
sie nimmt daher einen und denselben Werth unendlich oft an , und weil 



F{K*x) und f(^) 
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im Falle |£'|<1 bei UDendlich werdendem n in ^(0) respective wP(cx^) 

übergehen; so sind die Stellen und oo wesentlicb singular, wird 

ja doch 

^(0) = F{x), F{po) « F{x), 

Gibt es für 1^(0;) noch eine wesentlich singulare Stelle x^^ so ist auch 
x^K^ eine solche. 

Ist l-STI^sl, aber in X«=c'v 9 kein rationales Vielfaches von 
27t ^ so werden die Potenzen K^ jedem Werthe ?on dem absoluten 
Betrage 1 beliebig nahe kommen , und dann mülste F{x) für alle 
Stellen gleichen Betrages denselben Werth besitzen. — Es gibt dar- 
nach keine analytische Function F{x) mit einer Substitution y == Kx , 
wenn in 

r irrational ist. 

Ist JS^"*»b1, so ist af^ eine eindeutige Function mit den m Sub- 
stitutionen 

flj, Kx, K^x, . . . K'^-^x 

und jede andere eindeutige Function mit denselben Substitutionen hat 
die Gestalt 0(^"'), wenn 0(x) eine eindeutige Function bezeichnet. 
Bezüglich der eindeutigen Functionen mit einer Substitution 

(rc, Kx}, 

wo |X| < 1 angenommen werden kann, verweisen wir auf Rausen- 
berger's Untersuchungen über die Theorie der periodischen Functionen 
einer Variabein. 



§ 66. Functionen mit zwei vertausohbaren Substitutionen. 

Nach Ableitung zweier Normalformen jeder Substitution mit der 
Determinante Eins haben wir im vorigen Paragraphen nach denjenigen 
Functionen gefragt, welche blos die aus einer Substitution {x,f{x)) 
durch Iterirung entstehenden Substitutionen zulassen. Es kann auch 
eintreten, dafs eine analytische Function nicht blos für die aus einer 
ersten Substitution {x, fi{x)), sondern auch für die aus einer zweiten 
{x, /*2 (x)) durch Iterirung abgeleiteten Substitutionen ungeändert bleibt 
Dann ist aber nicht blos 

F{f^*Kx)) ^ F{x) und F{f^*^x)) =^ F(x), 

sondern auch 

* 

Fifr'{f7'(x)))'=F{x) und F(f7'{f:-(x)))=^F{x). 

Nehmen wir an, dafs zwischen den beiden Substitutionen die 
Gleichung besteht 

/■,(A(a5)) = /;(/•, (3!)), 
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I 

in welchem Falle die Substitutionen vertaiischbar heifsen , und denken 
wir einer der Substitutionen die Normalform 

f^(x) = x-^-k oder f^(x) = Kx 
gegeben, und ist 

^2W= CX + d ' 

80 ist der Annahme gemäfs entweder 

oag+ 5 , T. a{x+ k)-\-h , j^ax+h aKx+b 

cx+d"^ c(aj+Ä)+d cx+d cKx^-d 

Im ersten Falle mufs 

sein, wo q ein Proportionalitatsfactor ist. Setzt man zufolge c =^ qc 
9=1, so ergibt sich aus d = ci+^ c = 0. Ist umgekehrt c = 0, 
so mufs man wieder ^ = 1 setzen ^ denn andernfalls müfsten a, d 
und h auch yersch winden. Für c «» 0, 9 «» 1 wird d^=a und darum 
erhält f^ip) die Gestalt 

d. h. die zweite mit f^ (x) vertauschbare Substitution hat dieselbe Form 
wie die erste. 

Die eindeutigen Functionen mit zwei Substitutionen unserer Art 

{x, X + 2cd) und (x, x + 2(o) 

sind die doppeltperiodischen. 

Weil es nicht mehr als zweifach periodische ein- oder endlich 
vieldeutige Functionen einer Yariabeln gibt, existirt keine analytische 
Function, die drei von einander unabhängige und vertauschbare Sub- 
stitutionen der Form (o;, x-^-k) besitzt, von denen also keine durch 
eine Combination der zwei übrigen darstellbar ist. 

Läfst die zu suchende Function F{x) eine Substitution (^, Kx) 
zu, so hat. die mit dieser vertauschbare Substitution /*2(^) wieder die- 
selbe Gestalt, denn jetzt ist 

aK = QaK, bK=Qb, c=^qKc^ d^=^Qd 

und somit 

Q = l, 6 = 0, c = 0, 

d. h. /j {x) wird gleich 

- x = K X. 

Wie aber oben 2 a und 2(d' kein reelles Verhältnis haben dürfen, 
müssen auch hier die Gröfsen K und K' eine besondere Eigenschaft 
erhalten. Setzt man 

X^^niu^ X^^fti^-^ jK-'^e4«.v^ 

Biermann, l*^anotionentheoriü. 27 
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so wird die Function F{x) mit den Substitutionen (x, Kx)^ (a;, K' x) 
in eine Function 0(u) mit den Perioden 

1, 2©, 2a>' 

übergehen. Zwischen diesen mufs aber eine homogene ganzzahlige 
lineare Gleichung bestehen , und damit wird etwa 

2cd' = ÜLL2^ « 



und nun: 



oder 



Tri — «Äf , ^_, — , 

K = e f' K t* 



Kf^K> = 1. 



§ 67. Functionen mit einer endlichen Anzahl 
von FundamentalBubstitutionen. 

Wir legen nunmehr eine endliche Anzahl p von einander ver- 
schiedener Substitutionen: 

{X, Mx)) = (rr, ^;|±^|) (i = 1, 2, . . .p) 

mit der Determinante Eins zu Grunde. Wenn eine eindeutige analy- 
tische Function ezistirt^ für die 

isty so bleibt F{x) auch bei den zusammengesetzten Substitutionen: 

(^,C(C(--c:(^) •••))) 

ungeändert 

Sagt man , dafs ein System von Operationen eine Gruppe bildet, 
wenn die Inverse jeder einzelnen und die Combination irgend zweier 
dem Systeme angehört; so constituirt die Gesammtheit der eben ge- 
nannten Substitutionen eine Gruppe ; die durch die p Fundamental- 
substitutionen oder durch p mit Hilfe dieser gewonnenen, nicht in 
einander transformirbaren Substitutionen vollständig bestimmt ist. 

Da eine Substitution 

und eine zweite 

{'>' ff: (K'i---fA'w •-•))) 

sehr wohl identisch sein kann, so ist es möglich, dafs zwischen den 
Substitutionen einer Gruppe auch Gleichungen 

/■;■(/,<?(.• •/';^(^)---))=/;f'(/'4'(.-./'iC"(^)...)) 

bestehen, die man gewifs auf die Korm: 



Einleitang in die Theorie der Functionen mit linearen Substii in sich. 419 

/.!:'(C(---/ir'(^)---))=^ 

bringen kann. 

Wir wollen in dem Falle reeller und ganzzahliger Substitutionen : 







deren Gesammtheit offenbar eine Gruppe bildet, welche keine un- 
endlich kleinen Substitutionen enthält, die Fundamentalsubstitutionen 
ableiten, aus denen alle anderen zusammenzusetzen sind. 

Ist in einer Substitution 
WO a stets positiv gedacht werden mag, |c| ^ a, ferner 

und n, eine ganze Zahl, so wird 

* ' CX + d 

Setzt man hier 

so erscheint die ursprüngliche Substitution als Combination der fol- 
genden : 

{x,x + n^) und {x,f^{x)) 
und zwar ist 

a^d — 6, c, aa 1 und | c | > | a^ | . 

Bezeichnet man 

1 — cx — d 

X\ a| a; -|- Ol * 

und bildet auf die frühere Weise neben einer Substitution ^2 "==^3 4*^2 

noch 

1 

und fahrt so fort, dann kommt man endlich zu einer Substitution 



JUv ~~" 



CyX + d^^ ^ 

in welcher der erste Goefßcient Null und deren Determinante — hyC^ 
=»1 ist. Die ganzen Zahlen h^ und Cy können nur den absoluten Be- 
trag 1 haben und man kann 

setzen. Hier gibt die Substitution x^ = endlich 

27» 
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Weil alle ganzzahligen Substitutionen der Fonn {Xy x -^ n) durch 
Wiederholung aus {x, x-\-l) entstehen, lassen sich alle ganzzahligen 
Substitutionen mit der Determinante Eins durch Wiederholung und 
Vereinigung der zwei Fundamentalsubstitutiouen 

{X, x + \) und {x, — ^) 
erzeugen. 

Bezeichnet man die erste mit {Xy ipiix)), die zweite mit {Xy q>2{s:)\ 
so ist 

Ist eine Gruppe linearer Substitutionen vorgelegt^ so kann man 
in dem Bereiche der unbeschränkt veränderlichen Gröfse x ein Gebiet 
ausfindig machen , in welchem keine zwei einander äquivalenten Stellen 
liegen, vorausgesetzt, dafs die Gruppe keine unendlich kleinen Sub- 
stitutionen enthält oder, wie man sagt, discontinuirlich ist. In dem 
Falle der reellen und ganzzahligen Substitutionen mit der Determinante 
Eins bestimmt man den genannten Bereich in folgender Weise *) : 

Da zunächst die einer Stelle x^^-^-ii] äquivalente Stelle 

zugleich mit x eine positive oder negative Ordinate rf besitzt, so kann 
man die Stellen x mit negativer Ordinate aufser Acht lassen; die 
übrigen erfüllen die positive Hochebene, 

Man sieht, dafs in dem Falle, wo die Ordinate von x: 

Xy — x~s^/ keine Verminderung erfährt, 
die Beziehung besteht: 

denn es ist: 

' J^/ €tX + ß _ ctXq + p\ __ 1? -s^ X — Xq 

'^ "^ 2i\yx+d ~yx^ + S/ {yX+d){yx^+9)^ 2» 

Jetzt beweist man leicht, dafs unter den den Bedingungen: 

xxQ>ly — 1 < a: + a^o < + 1 
oder 



2 ^ ' ^ 2 

genügenden Stellen keine äquivalenten vorkommen, denn man kann 
keine Substitution der Gruppe angeben, durch welche die Ordinate 17 
in eine gleiche oder gröfsere vi übei^inge. 



*) Vergl. Hurwitz a. a. 0. 
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In der That: weil dann 

sein miifste; aber schon die Ungleichung 

y^ + yd + d^ <1 

keine ganzzahligen Lösungen y, Ö zulälst, so ist die Behauptung er- 
wiesen. 

Die Stellen auf der Grenze des genannten Bereiches^ d. h. die 
durch die Gleichungen 

g2 + ,^2 = i^ s = ±4 

definirten Stellen, sind paarweise congruent, wie die Anwendung der 
Substitutionen 

lehrt, sie sind aber niemals einem Punkte innerhalb des Bereiches 
äquivalent, da die Substitutionen (x, a?+n) und yx, \-nj die Or- 
dinate rj ungeändert lassen und keine Substitution dieselbe vergröfsert. 
Die Stellen oo und i sind sich selbst congruent, denn es ist 

oo = oo + 1 und i «=» r • 

Der den beiden Bedingungen ^'^-^i^^ = l^ 1«,——. genügende Punkt 

% e' =9 

ist der Stelle ^+1 = äquivalent. 

Nach all diesen Erörterungen finden wir in der Gesammtheit von 
Stellen ; für welche 

ist und für welche bei verschwindendem oder negativem | auch l^'-^ij^ 
= 1 sein kann, mit Ausnahme der Stellen i und oo lauter inäquiva- 
lente Punkte. 

Unterwirft man alle Stellen dieses (dem Periodenparallelogramm 
analog gebildeten) Bereiches Rq einer Substitution 






so werden bekanntlich die den Gebilden 

|a;|2c=|2 + i^2 = l und x + x^ 1 

entsprechenden Gebilde wieder Kreise oder Gerade, aber niemals kann 
auf diesen eine Stelle liegen, die in dem Innern von i2o eine äqui- 
valente besitzt. Bezeichnet mau den Bq entsprechenden Bereich mit 
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der Substitution fi{x) oder mit 7! , so können die durch verschiedene 
Transformationen aus 11^ gebildeten Bereiche Mi und R^ keinen ge- 
meinsamen Bereich haben, indem sonst die aus den letzten durch die 
inversen Substitutionen {fi{x)yX)^ (fji^)}^) gewonnenen Bereiche ü^ 
und Rq oder ü„ und Rq' selbst einen gemeinsamen Bereich besäfsen 
und dann enthielte Rq äquivalente Stellen. 

Daraus folgt, dafs die Gesammtheit der aus dem Bereiche Rq ab- 
zuleitenden äquivalenten Bereiche die positive Halbebene vollständig 
und einfach erfüllen. 

An den ursprünglichen Bereich stofsen die folgenden an: 



und an den Bereich 



a.x + ß. 



entsprechend : 



«/(a?+l)+ ^ CCi (X-\) + ß^ 



r.(-i;+». 



Die Bereiche rr-j-n haben die Stelle oo gemein, und alle übrigen 
Bereiche liegen im Endlichen, und zwar haben diese eine Stelle der 
reellen Äxe als Begrenzungsstelle, denn dem Punkte cx> ist in dem 



Bereiche — — 



er- 



congruent. Da aber die Stelle oo Grenzstelle 



unendlich vieler Bereiche a;-|-n ist, stofsen an jeder rationalen Stelle 
unendlich viele Bereiche zusammen. — 



jt-r 



JC^ 




JCf/ 



In der obenstehenden Figur ist eine Reihe congruenter Bereiche 
verzeichnet, und zwar sind darin die Substitutionen angeschrieben, mit 
Hilfe deren sie aus dem Anfangsbereiche Rq abgeleitet werden. 
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Gehen wir wieder zu einer durch irgend eine endliche Anzahl li- 
nearer Substitutionen gegebenen discontinuirlichen Gruppe zurück und 
fassen auch hier einen continuirlichen^ durch Gleichungen und Un- 
gleichungen zu definireuden Bereich Rq inäquiiralenter Stellen heraus, 
so geht dieser durch eine lineare Substitution {x^ fi(x)) der Gruppe in 
einen Bereich Ri über. Inneren Stellen des ersten Bereiches entsprechen 
innere des zweiten, und Grenzstellen des einen werden nur Grenz- 
stellen des zweiten congruent sein. Zweifach zu zählende, d. h. sich 
selbst äquivalente Stellen des einen Bereiches, die gewifs nur auf der 
Grenze liegen können (wie die Stelle i in dem früheren Beispiele), 
werden auch in dem zweiten Bereiche doppelt zu zählen sein oder 
besser zwei aneinanderstofsenden Bereichen gemein sein, und mehrfach 
zu zählende Stellen kann es nicht geben. - 

Die Begrenzung eines Bereiches kann nur durch Kreisbogen (und 
zwar speciell durch geradlinige Strecken) gebildet werden, denn bei 
linearen Substitutionen können Kreise und nur Kreise ungeändert 
bleiben oder in Kreise übergehen. 

Nennt man die Gesammtheit inäquivalenter Stellen ein Fimda- 
mentalpolygon, so müssen sich die congruenten Polygone bei einer 
discontinuirlichen Gruppe an einander reihen lassen, und diese werden 
einen continuirlichen Bereich wie z. B. die positive Halbebene oder 
eine Kreisfläche vollständig erfüllen. Diesen Bereich erhält man da- 
durch, dafs man von irgend einer Stelle Xq ausgeht, diese allen Sub- 
stitutionen der Gruppe unterwirft, dann die Häufungsstellen der Xq 
congruenten Stellen bestimmt, ferner die zu dieser Punktmenge Q ge- 
hörige abgeleitete Punktmenge Q' bildet und den die Stelle Xq enthaU 
tenden, durch die Menge Q-{-Q' begrenzten Bereich {%) fixirt. Die 
einer zweiten Stelle Xq inner- oder aufserhalb {%) äquivalenten Stellen 
haben ihre Häufungsstellen offenbar wieder in der Menge {Q-^Q^)» 

Man kann nun die Aufgabe an die Spitze stellen, einen Bereich 
durch lückenlos aneinander gereihte Polygone auszufüllen, die durch 
lineare Substitutionen ineinander überzuführen sind.*) Man findet da- 
bei die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, denen das Po- 
lygon zu genügen hat. Diese Bedingungen auf die Beschaffenheit der 
Substitutionen übertragen, geben die Bedingungen, unter welchen die 
Gruppe discontinuirlich ist und keine Stelle des Bereiches aufserhalb 
des Bereiches hinaustragen kann. In dem Falle zweier vertauschbarer 
FuBdamentalsubstitutionen sind uns diese Bedingimgen bekannt ge- 
worden. — 

Soll nun eine eindeutige Function F(x) existiren, die ihren Werth 
nicht ändert, wenn man x irgend einer Substitution einer discontinuir- 

*^ Poincar^, Acta mathematica Bd. 1 and 3. 
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liehen Gruppe unterwirft, so ist klar, dafs F{x) jeden Werth, den 
diese Function annimmt, in jedem einzelnen Fundamentalpolygon er- 
halten und somit in diesem Polygon unendlich werden und jeden Werth 
annehmen mufs. Ferner aber besitzt sie einen und denselben Werth 
in jedem Polygon Rj gleich oft. 

Wollte man die Existenz der Function F{x) nachweisen , so hätte 
man eine der Function ö{x) analog gebildete Hilfsfunction {p{x) auf- 
zustellen, die in jedem Polygon, das aus einem ersten abzuleiten ist, 
einmal verschwindet und nur an den Häufungsstellen der erst gewähl- 
ten Nullstelle Xq und den Stellen der abgeleiteten Punktmenge dieser 
letzten wesentliche Singularitäten besitzt. Bezeichnet dann 9^ diese 
Hilfsfunction, die in dem ersten Polygon an der Stelle a^, 9^' die- 
jenige, welche daselbst an der Stelle &^ vesschwindet, so wird der 
Ausdruck 

/ t r c ^ ', 

WO G{x) in dem Bereiche {%) nicht unendlich wird, eine Function, 
die innerhalb % vom Charakter der rationalen Function ist und in 
jedem Polygon m Nullstellen und n Unendlichkeitsstellen aufweist. 

Damit diese blos in dem Bereiche (91) existirende Function bei 
den Substitutionen ungeändert bleibt, werden aber die Null- und Un- 
endlichkeitsstellen besondere Beziehungen erfüllen und G{x) eine be- 
sondere Beschaffenheit aufweisen müssen. 

Im Falle der doppeltperiodischen Functionen, die im Endlichen 
nur aufserwesentlich singulare Stellen besitzen, war die Anzahl der 
Null- und Unendlichkeitsstellen in jedem Polygone (Parallelogramme) 
dieselbe. Doppeltperiodische Functionen gab es nicht und ferner war 
bei den Functionen r*®" Grades stets eine Nullstelle durch die r Un- 
endlichkeits- und (r — 1) Nullstellen bis auf eine Periode bestimmt. 

Für die hier in Bede stehenden eindeutigen Functionen mü linea- 
ren Substitutionen in sich, die in ihrem Giltigkeitsbereiche (31) vom 
Charakter der rationalen Functionen sind, gelten analoge Sätze. 

Vor Allem besitzt jede solche Function in jedem Fundamental- 
polygone ebensoviele Null- als Unendlichkeitsstellen und nimmt dann 
auch jeden Werth gleich oft an. Versteht man darnach unter dem 
Grade der Function die Zahl, welche angibt, wie oft die Function in 
dem Fundamen talpolygone jeden Werth erhält — wobei die Stellen 
unter denselben Bedingungen mehrfach zu zählen sind, wie bei den 
rationalen Functionen — , so wird sich ferner herausstellen, dafs es 
je nach Art der Gruppe (oder der Fundaraentalsubstitutionen), die wir 
hier allerdings nicht unterscheiden lernten, keine Functionen gibt, die 
vom nullten, ersten oder ^*®" Grade wären. 
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Heifst die zu einer Gruppe gehörige Function vom ^^®" Range 
oder Geschlechte, wenn es keine Function (>^®° Grades gibt, die bei 
den Substitutionen ungeändert bleibt; wohl aber eine Function (9+1)**" 
Grades existirt (wonach die doppeltperiodischen Functionen vom ersten 
Bange sind), so werden von den r Nullstellen einer Function r*«" 
Grades und p*^'* Ranges q Nullstellen oder doch g diesen äquivalente 
Stellen durch die r ünendlichkeits- und (r — q) übrigen Nullstellen 
bestimmt sein. 

Angenommen, diese Sätze seien bewiesen, dann folgt, dafs zwi- 
schen zwei zu derselben Gruppe gehörigen Functionen Fi{x) und F2(x) 
vom r, und r^^^^ Grade und dem Range q eine algebraische Gleichung 

besteht. 

In der That: betrachtet man F2 als Function von F^, so gehören 
einem Werthe von F^ r^ im Allgemeinen verschiedene inäquivalente 
Werthe des Argumentes x und diesem r^ im Allgemeinen verschiedene 
Werthe von F^ zu. F2 ist also eine rj deutige Function von F^ und 
als Losung einer algebraischen Gleichung r^^^^ Grades aufzufassen, 
deren Goefficienten nur rationale Functionen von F^ sind, indem die 
elementarsymmetrischen Functionen der zu einem Werthe von F^ ge- 
hörigen Werthe von F2 als Functionen von F^ durchwegs vom Cha- 
rakter der rationalen Function sind. 

Eine rationale Function von F^ und F2 ist wieder eine eindeutige 
analytische Function von Xy welche dieselben Substitutionen zuläfst 

wie Fy{x) und J'jW- 

Zeigt man umgekehrt, dafs jede zu derselben Gruppe gehörige 
Function 0^{x) rational durch F^ und i^j darstellbar ist (wie jede 
doppeltperiodische Function mit dem Perioden paare {2 a}, 2 a)') rational 
durch die zu demselben Paare gehörende Function p{x) und deren Ab- 
leitung jp' (rt;) auszudrücken ist) und bemerkt, dafs 0^{x) mindestens 
(9-f-l) Unendlichkeitsstellen in dem Elementarpolygone haben muis, 
so leuchtet eia, dafs die algebraische Gleichung 

OiF,,F,) = 
vom Range g ist. — 

Daneben besteht dann der Satz: Sind 0^{x) und 02{x) wieder zu 

der Gruppe von F^ und F2 gehörende Functionen, zwischen denen 

eine algebraische Gleichung 

r(d>, ,02) = o 

besteht, so kann man nicht allein O^ und 4>2 rational durch JP, und 
F2J sondern auch F^ und F2 rational durch O, und Oj darstellen, 
d. h. die Gleichung F=0 gehört derselben Klasse an wie die zwischen 
^1 und jPj ) ^^^ ^^ ^^^^ ^^™ Range g. 
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Soweit wollte ich hier den Plan für eine Theorie der eindeutigen 
Functionen mit linearen Substitutionen in sich entwerfen, um anzu- 
deuten, wie auch die algebraischen Gleichungen 6r(5,iy) = höheren 
als ersten Ranges durch eindeutige Fuuctionen zu behandeln wären^ 
indem man darin | und ri als eindeutige Functionen einer neuen un- 
abhängigen Variabeln x betrachtet. Allerdings hat man dabei noch 
eine wichtige Aufgabe zu lösen, die der Bestimmung primitiver Pe- 
rioden von g =p(^x) analog ist, wenn eine Gleichung 

vorgegeben ist, d. h. man mufs die Substitutionen ermitteln, welche 
die eine vorgelegte Gleichung lösenden I^\inctiouen i{x), ri{x) zulassen. 

Die hier skizzirte functionentheoretische Behandlung der Func- 
tionen mit linearen Substitutionen in sich ist nicht im Entferntesten 
durchgeführt, und die gröfste Schwierigkeit scheint gleich in der 
Construction der fundamentalen Hilfsfunction 9 zu liegen, die nach 
der Gruppe verschieden ausfallen mufs, aber erst in dem einzigen 
speciellen Falle der Functionen nullten Ranges angegeben ist. *) 
M. Poincare hat zwar die Existenz der Functionen — wenigstens 
im Principe — bewiesen und die Abhängigkeit der zu derselben 
Gruppe gehörigen Functionen erschlossen, und der Verf. macht« 
dann die Unterscheidung der Functionen q^^^ Ranges, so dafs all 
die genannten Sätze auf Wahrheit Anspruch macheu, sie konnten 
aber hier nicht entwickelt werden , wenn wir von der Betrachtung der 
Riemann'schen Flächen und ihren conformen Abbildungen keinen 
Gebrauch machten, und das durften wir nicht, wenn wir an dem 
functionentheoretischen oder rein analytischen Wege festhalten.**) 

Wir gehen noch einmal auf die zu der Gruppe aller ganzzahligen 
linearen Substitutionen mit der Determinante Eins gehörige Function 
J{t) zurück, die vom ersten Grade und nullten Range ist, weil J{r) 

in dem Bereiche U« nur für r=fcx> und -fT-r nur für r = p von der 

ersten Ordnung unendlich wird. Die beigefügte Figur zeigt wieder 
die Art der Werthevertheilung an den verschiedenen Stellen des Be- 
reiches von t. An den Stellen q und und den äquivalenten kom- 
men je sechs dem Ausgangsbereiche Rq äquivalente Bereiche zusammen, 
und r=i und die congruenten Stellen sind Grenzstellen zweier durch 

die Substitution (x, ) auseinander hervorgehender Bereiche. Von 



*) Mangold t, Göttinger Nachrichten 1886. 

**) Bezüglich der Functionen mit ganzzahligen Substitntionen in sich ver- 
weise ich auf die mannigfachen Arbeiten Kleines in den Mathem. Aunalen. 
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einer Stelle "^T? oder --, ** — - führen aber nur je drei und von 

"^ '(-7)+' 

Stellen ^^^^A, nur je zwei äquivalente Wege nach congruenten Punkten 
der in eben diesen Stellen zusammeustofsenden Bereiche, denn in der 



Figur Bind die schraffirteu und ebenso die unscbraffirten Theile äqui- 
valente Bereiche. Getrennt sind diese Theile in dem Bereiche B' 
durch einen die Punkte % und °.',^ verbindenden Kreisbogen, dessen 
zugehöriger Mittelpunkt auf der reellen Äxe liegt. — 

Betrachtet man daher die unendlich vieldeutige Umkehrungafunc- 
tion von J(t), so werden die Stellen J'=0, J^l för t Verzweignngs- 
punkte je dreier oder zweier Zweige, aber J=oo ein Verzweignngs- 
punkt aller Zweige sein. Die Function t(J) kann fUr keinen von 0, 
1 und 00 verschiedenen Wnrth Null sein und ihr imaginärer Tb eil ist 
immer positiv. 

Eine wichtige Anwendung dieser Function t(J) hat Picard ge- 
macht, indem er bewies, dafs eine ganze tranacendente Function G{x) 
höchstens einen endlichen Werth a im Endlichen nicht annehmen 
könne. In der That: gäbe es zwei Werthe a und b, die eine ganze 
Function G{x) nicht erhält, so ist offenbar 

eine ganze Function, welche die Werthe und l nicht annimmt. 
Setzt man dann 

»W - JfW, 

so entspricht einem von x^ ausgehenden, im Endlichen verlaufenden. 
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geschlosBenen Wege ein geschlossener Weg (S) in dem Bereiche von 
Jf der niemals durch die Stellen oder 1 oder oo führen kann ^ weil 
ja g{x) diese Werthe nicht annimmt. Daher werden 0, 1 und cx> stets 
aufserhalb des durch S begrenzten Bereiches liegen. Geht man nun 
von irgend einer Xq zuzuordnenden Stelle Tq aus^ so wird t — als 
Function von x angesehen — stets eindeutig und endlich sein, d.h. r 
wird eine ganze Function von Xq, die wir etwa mit f(x) bezeichnen. 
Da ihr imaginärer Theil stets positiv ist, mufs dann e^^^'^ eine ganze 
Function sein, deren absoluter Betrag stets kleiner ist als Eins. Dies 
ist nicht anders möglich, als wenn f{x) und dann auch g(x) eine 
Constante ist. Der Satz ist somit bewiesen. 



*) Annales de Täcole normale 2* s^rie t. 9. 



Achtes Capitel. 
Analytisehe Functionen mehrerer Variabeln. 



§ 68. Das Verhalten einer analytischen Function in der Umgebung 

einer Nullstelle. 

Die analytischen Functionen mehrerer Variabeln {Xi, a?2, . . . iCn) 
waren ebenso wie die einer Variabeln -durch ein System in einander 
fortsetzbarer Potenzreihen 

-p {X^ 7 ^2 ) • ' • ^*» I ^1 » ^2 > • • • ^«/ 

OD 

definirt. Die einzelne Potenzreihe und deren Fortsetzungen stellen 
eine eindeutige Function dar, wenn in der Umgebung einer Stelle nur 
ein Element existirt. Der (2 n) fach ausgedehnte Stetigkeitsbereich der 
eindeutigen analytischen Function d. h. die Gesammtheit der Stellen, 
in deren Umgebung die Function durch eine Potenzreihe darstellbar 
oder regulären Verhaltens ist, war nothwendig durch Stellen begrenzt, 
in deren Umgebung keine aus dem primitiven Elemente abgeleitete 
Potenzreihe aufzustellen ist. 

Es soll nunmehr untersucht werden, wie sich eine eindeutige 
Function an solch ausgezeichneten Stellen verhält. 

Bei der analogen Frage für Functionen einer Variabeln war uns 
das Verhalten derselben an einer Nullstelle und die nothwendige und 
hinreichende Bedingung daf&r, dafs die Function F{x) an einer Stelle 
X = a regulären Verhaltens ist, sehr behilflich. Wir erkannten, dafs 
F{x) in der Umgebung einer regulären Nullstelle x >=« Xq stets die 
Form besitzt 

wo die Potenzreihe in einer endlichen Umgebung von Xq nicht ver- 
schwindet. Es entsteht die Frage, ob man eine in der Umgebung einer 
Stelle (iCj^o), X2^^\ . . . Xn^^^) oder (x^^)) analytische Function F(Xy,x^,. . .a?»), 
die für x^ = a:/^), rCj = X2^^K . . . a;„ = Xn^^^ und dann gewifs auch für 
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unendlich viäe Stellen des Gonvergenzbereiches der die Function dar- 
stellenden Potenzreihen ^(a:, , a?2 , . . . a;« | (a:^^0) verschwindet — wobei 
diese Stellen aber (x^^^) nicht zur Häufungsstelle haben können — in 
entsprechender Weise ausdrücken kann , also als Product einer in end- 
lichem Bereiche um die Stelle (x^^^) nicht verschwindenden Potenzreihe 
und einer analytischen Function , die daselbst all die Nullstellen von 
F{x^ 7 ^2; • • • ^«) annimmt. Der einfacheren Schreibweise wegen sprechen 
wir von einer Function 

x' (Xj X^j Xqj - » . ^nh 

welche Null wird, wenn alle (w + 1) Variabein verschwinden. 

Bezeichnet man i^(:z:, 0, . . . 0) mit Fq{x) und setzt voraus, dafs 
Fq{x) nicht identisch Null ist, schreibt dann 

x' (3/, a?! , 2/2, . • . Xn) = J^q\X) — -Tj (a;, X^ f . . . Xnjf 

wo F^{x, 0, 0, ... 0) identisch verschwinden mufs, so kann man eine 
positive Gröfse Q^ derart bestimmen, dafs ^o(^) ^^ ^^^ Bereiche: 

< |rr|<p, 

nicht verschwindet und die Potenzreihe für Fi(q^j x^, ... Xn) con- 
vergirt, ohne dafs eine der Gröfsen x^y x^^ . • . a^» Null ist. — Ist Qq 
eine positive Gröfse innerhalb des Intervalles von bis q^ und be- 
schrankt man \x\ auf den Bereich, wo 

Qi) < \x\ < (>,, 
so kann man ferner eine positive Gröise q so klein wählen, dafs für 
alle Werthesysteme (a;, a?i, ... a;«), welche den Bedingungen genügen: 

\^A<Q (v=l,2...w) und (>o < 1^1 < 9m 
die Ungleichung besteht 

\F^{X)\ > \F^{X, X^,...Xn)\y 

und dann darf man 



OD 






und 

1 dF_/dFo dFA 1 ^/l^,y __ J_Mo _ "V » ^ (^V 
F öx \dx dx/ Fo ^\Fo^ ~ Fo dx ^ l dx^Fo^ 

setzen. Doch weil die Summe 

in dem genannten Bereiche gleichmäfsig convergirt, gilt daselbst auch 
die Gleichung 

F dx Fo dx dxj^l Kf^/ ' 
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Beginnt die Entwicklung von Fq{x) mit dem Gliede Ca;"*, so wird 



und indem 



HM-STi''" ^2. •••^«)^'»^+'' 



fi=.0 



po 4-qo 

y<, ~j~" \~Jp~J ~~" ><^f 'ü* 1 3/1 « U/O « • • . Xn ) • *«/ 



V^"^ =^j^ -p^C^t* ^2> • • • ^«) 



gesetzt werden kann, wo ^J,^ und ^^ convergente Potenzreihen sind, 
so erhält man für -w -, — eine Darstellung der Form: 



30 



'¥W"^^'^^^^^~'&' ^'^"(^1» Xi>'--^n)X''- 




y:^ — 00 



Man kann jetzt zeigen, dafs innerhalb des Bereiches, wo \x^\<C Q 
(v = 1, 2 . . . n) ist, zu jeder Stelle Werthe von x gehören, die die 

Gleichung 

F{x, rc, , . . . rCn) = 

befriedigen und dem absoluten Betrage nach kleiner sind als pj. In 
der That: könnte man für eine solche Stelle (aj, »2 . . . a») keine Wurzel 
der Gleichung 

finden, deren Betrag kleiner ist als ^i,'80 liefse sich ^ -^ in dem 

Bereiche, wo |a;| < ()j, in eine blos positive ganze Potenzen von x ent- 
haltende Reihe entwickeln, die für die in dem Bereiche Qq< \x\ < Q] 
liegenden Stellen mit der früheren übereinstimmen müfste. Doch das 

ist unmöglich, indem diese Entwicklung ein Glied — enthält. 

Heifsen die einer Stelle {x^, a?2; • •• ^») zuzuordnenden Nullstellen 
von jP(a?, a?, , ajj, . . . a?„) 

jede so oft genommen, als die Ordnungszahl anzeigt, so kann man 

in eine für alle Werthe von x, deren Betrag kleiner ist als q^ , con- 
vergente Potenzreihe ^ (x) entwickeln. Beschränkt man aber { x \ auf 
den Bereich, wo 

Q{i<\^\> Q\ und I a:<*) | < | a? | (x = 1 , 2 . . . r) 
ist, so wird auch 
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~F dx ~ ^'W -^ ^ ,+ 1 

Jetzt gibt der Vergleich der Darstellungeu fOr -jr -^ — die Beziehung: 

(a;(l))0 +-(a;(«))0 ^ f. (a^r))0 ==»: y = OT, 

d. h. jeder Stelle {x^, x^^ ... a?») in der Umgebang p von x^ = 0^ 
a?2 «=» 0, . . . a^n = kann man m der Gleichung F «= genügende 
Werthe von x zuordnen, deren Betrag kleiner ist als (f^. 

Bezeichnet man die Summe der i;^° Potenzen: 

so lehrt der Vergleich unserer Darstellungen ferner , dafs 
ist. Setzt man daher 



m 



5f(a:, a;^, x^, ... Xn) = Jj (a; — aj<«)) = a;'« + g^ a;"— * H 1- ^m 

und 

9 dx jjg/ a;-a:<«) ' 
oder 

uud bestimmt hieraus die Coefficienten von g{x, x^j . . . a;«) als ganze 
rationale Functionen von s^, s^, . . . s^ 



9\ = - «i 
2 g,, = - s., — s, g^ 

fng„, == — 5,„ — Sm^igi — ... — i-i^TO-i , 

oder als ganze rationale Functionen der m Potenzreihen 

^4>— r (a;, , a;2, . . . a;«) (v = 1 , 2 . . . w) , 

so sind giy g2 ' ' ' ffm selbst Potenzreihen von a^^^, a^j, . . . a;», die in der 
Umgebung q von a;, «=» 0, aj^ssO... a:» ^ convergiren« Die t» 
verlangten Werthe von x ergeben sich als Losungen der Gleichung 
^jten Grades: 

x'^ + gi{x^, a?2, ...Xn)o(^-^ H |-S^«(^i» a^j, ... a;„)=0. 

Da die Vergleichung der zwei Ausdrücke für -^ -^ — auf die 
innerhalb des Bereiches 9, um die Stelle ar<=0 giltige Gleichung führt: 
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5ß(rr) = gj(a;) - > (v + 1) ^,^, (a?„ x^,... Xn)c^, 



ist auch 

OD 

Ist dann ((x^ x^, ... Xn) die für alle den Bedingungen 

\^\<Qi) \^A<9 (v = l,2...n) 
genügenden Werthesysteme convergente Potenzreihe , deren logarith- 
mische Ableitung nach x gerade 



ist, wobei f{0, 0, ... 0) den Werth 1 hat, so erhält man aus 

F dx g dx "^ f dx 
die Gleichung 

F{X^ a?l, . .. Xn) = Cg{x^ X^, ... Xn)f{Xy a?| , ... Xn) , 

worin C den schon genannten Coefficienten von x^ in i^o(^) bezeichnet. 
Nun ist F{x, x^, . .. Xn) durch das Product zweier Potenzreihen /'und g 
dargestellt, deren zweite eine ganze rationale Function von x ist. Da 
die Coefficienten in g und f nicht von den Grofsen q und q^ abhängen, 
ist die vorstehende Gleichung giltig, solange die Potenzreihen F,g^f 
in der Umgebung von (0) convergiren. 

Will man all die Werthsysteme aus der nächsten Umgebung der 
Stelle (0) angeben, welche die Gleichung JP<»0 erfüllen, so wähle 
man diese so klein, dals alle Stellen (x, x^y ... Xn) derselben in dem 
Gonvergenzbereiche von jF, g und f liegen und f(Xj x^, . . . Xn) auch 
an keiner dieser Stellen Null wird, dann sind die fraglichen Werthe- 
systeme die Lösungen der Gleichung 

g{Xy a;, , ... a?n) = 0. 

Man bemerke noch, dafs die Coefficienten dieser Gleichung g^, - » . gm 
an der Stelle iCj «= ajj = ••'== a^n = verschwinden, — 

Lassen wir die bei den vorstehenden Entwicklungen gemachte 
Annahme fallen, dafs Fq{x) nicht identisch Null sei, so kann man 
durch Einführung (n 4- 1) neuer Variabeln i^» ^i^ • • • y« leicht auf den 
früheren Fall zurückkommen. In der That: setzt man 

^ = »ooy + «01^1 + • • + «o»y« 

^l""^10y + ^11^1 + • • • + ainffn 



x% "■ ö»oy + öniyi + • • • + ^^nny» , 

wo die Grofsen a solche Constante sind, dafs die Determinante des 

Biermann, Funotionentheorie, 28 
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Gleichungssystems nicht verschwindet und bei der Substitution in die 
Entwicklung 

— wo (a;, a?| ; . . . Xn)i die Summe aller Glieder A**' Dimension be- 
zeichnet — das Aggregat 

nicht Null wird, so geht F in eine Function 0{y, Vi, ...^n) über, 
in welcher 

*(y, 0, ... 0) = *o(y) = Kot «lo; • • • a«.o)/i y" 

+ («001 «101 ••• «noV + i»''"*'^ + • • • 

nicht identisch verschwindet. Darum läfst sich 0(y, y,, . . . y») in der 
Form darstellen: 

Cb/" + yi(yi, ^2; • • • y«)!^"^ H h y^iy^ Vi^ • • •y«.)]9>(y» yp • • • y«), 

worin ^i, ^2» • • • ^a* f ür y, = ^j «= • • = y« verschwindende Potenz- 
reihen sind, indefs die Reihe q>{yj yj, • - • y») ftn der Stelle (0) keine 
Nullstelle hat. Setzt man die Reihe q> wieder in eine Reihe f{Xj x^^ 
x^y ... x«) um und wählt eine positive Gröfse r so, daft die Reihe f 
in der Umgebung r der Stelle (0) nicht verschwindet und die den 
Stellen {x) entsprechenden Werthesysteme {VxyViy * »Vn) dem gemein- 
samen Convergenzbereiche der Reihen y^y^t'' -Ym angeboren, bestimmt 
dann die jedem solchen Systeme durch die Gleichung 

y^ + riy^-^H t-y/* — o 

zugeordneten f( y-Werthe und darauf die zu den verschiedenen Werihe- 
systemen gehörigen Systeme x, x^, . . . Xn^ so hat man wieder die 
Losungen der Gleichung F{x, x^, ...Xn)'^ aus der Umgebung r 
der Stelle (0) gefunden. 

§ 69. Der Quotient zweier Fotenzreihen. 

Wir benutzen diese Sätze über die an einer Stelle (a) verschwin- 
dende analytische Function zur Untersuchung des Quotienten zweier 
in einer Umgebung der Stelle (0) convergenter Potenzreihen: 

%(x, Ä,, ... a;J 

Sagt man, dafs ^, durch ^2 theilbar sei, wenn sich der Quotient in 
eine neue Potenzreihe ^0 entwickeln läfst, so ist % gewifs durch ^2 
theilbar, wenn ^2(^7 ... 0) nicht Null ist, und man hat 

"Fl\,^> flfj . . . Xn) =! 'VOV'^f 5?j . . . Xn) -p}'^? 3?j . . . Xn) . 
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Ist ^2(^; . . . 0) «= 0, ohne dafs 5ß, (0 . . . 0) gleichzeitig verschwindet, 
so kann man den Quotienten nicht mehr durch eine in der Umgebung 
von (0) convergente Potenzreihe darstellen; sollte aber 

^,(0, 0...0) und 5^2(0, 0...0) 

verschwinden, so kann $| unter gewissen Bedingungen durch $2 theil- 
bar sein. 

Vollführt man zunächst die lineare Substitution: 

^ = ^00 ^ + ^01 ^1 + • • • + ^ntn 



deren Constante wieder so zu wählen sind , dafs die Determinante des 
Gleichungssystems nicht Null ist und die Reihen 

nicht identisch verschwinden, so kann man 

'Pl(^; 3?^ , ... Xu) 
= [<^ + Pi ft, <2,J . • tn)t^-' + • • • + P; (^, ^2,. • • tn)] %(t, t„ . . . t,) 

"= Sl\ \t} i\} •. . . ^n) ^1 {h h} • • • ^«) f 

4^2 (^ » Ä?! , . . . X^J 

■=9t(t,t,, ...U)^j{t, *,,•••'«) 

setzen, wo die Potenzreihen ifi, sfs,...g'fi und g'i, g'%,...^ für ver- 
schwindende Variabelnwerthe Null sind und 

f,(0,0,...0), fj(0,0,...0) 

nicht verschwinden. Es besteht demnach die Gleichung: 

% («, iTj, . . . xj g^{t, «,,... t^) ^,(^ *,,... tj 

• (_^ _^^^_ « . — — — ^— — ^___^_____ ■ 

%(a;, a?!, . . . xj 9t(tyti, ...*„) «^^(e, tj. . . . tj 

Ist jß eine positive Grofse derart, dafs für alle den Bedingungen: 

genügenden Stellen die obigen Transformationen gelten und die Reihen 

^f und ^2 ^^ diesem Bereiche nicht verschwinden, und ist r eine 
positive Gröfse kleiner als 22, so gewählt, dafs jedem den weiteren 
Bedingungen: 

gehorchenden Werthesystemen (^, , ^2'***^») ^^^^^g^ einer der Glei- 
chungen: 

9iity <,,... tn) = und g^(t, t^,...tn) = 

28» 
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nur Werthe 

entsprechen^ deren Betrag kleiner ist als 22, so wird 

wo Xu ganze Zahlen sind, deren Summe gleich (fi — v) ist. Soll nun 
^1 durch ^2 theilbar sein^ so darf in dem Ausdrucke 



JJit^i^'))^ 



«i(«,«i,...0 



keine der Zahlen A« negativ sein , denn andernfalls wäre der absolute 
Betrag desselben in bekannter Weise grofser zu machen als jede vor- 
gegebene Grofse, ohne dafs ^j verschwände. — Man sieht also^ dafs 
die ganzen Zahlen A« noth wendig positiv oder Null, dafs g^ und ^2 
theilbar und somit ^^v sein muis. 

Erinnern wir uns aber, dafs man zwei ganzen Functionen g^{t) 
und ^2(0 ^^^ 2^6^ weitere ganze Functionen 

/o<^""'' + /i'^"^"*H h/'/.-r und 9)i^-*+9>2^"*H h 9^* 

so zuordnen kann, dafs die Gleichung: 

- (^ + 9it^'' + • • • + giKfo^'^ + fit^-'-' + • • • /;-.) 

besteht und hierin die v aus den Gröfsen g'i, . . .g'^ und gi, , , .g'<i durch 
Addition und Multiplication zusammengesetzten Ausdrücke 9'p9>29- * 'Vy 
verschwinden müssen ^ wenn g^ durch ^2 theilbar sein soll, dann er- 
halten wir die für die Theilbarkeit von ^j durch ^2 nothwendige 
Bedingung: es müssen die Potenzreihen 

für jede Stelle der Umgebung r von (0) und daher identisch ver- 
schwinden. Dann aber is^t 

g,{i,t,, . . .tn)~g,{t,t,, . . . tn)'ifo{t,, . . .<«)^-*+ • . • +USxA^ • . • O) 

—^2(^7*1» • • • ^)'9q{^} ^i> • • • Q 
and 

5ß2(^j a:,, . . . rr„) = 5f2(^ ^, , . . . tn) • ^2(^ ^o • • • ^«) 

■=■ ^o(*> *li • • • W • ^2(^7 ^17- • •^) • ^ ,/ 1' ' Tn 
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Führt man in der neuen Potenzreihe ^q wieder die Variabein 
Xj x^ . . .Xn ein, so erhält man wirklich 

^(x,xu...x,) "^ ^0^^' ^n . . . ^«J • 

Da der Stelle t = 0, ^j =0,. . .tn =0 die Stelle x = 0, a?, =0,. . .fl?, = 
entspricht und daselbst gQ zugleich mit den Potenzreihen fo^fi,.. -fß—v 

verschwindet, hat der Quotient -^ an der Stelle Null den Werth 

Null. — 

Es kann auch eintreten ^ dafs die beideu an der Stelle (0) ver- 
schwindenden Potenzreihen ^^ und ^2 ^^^^ gemeinsamen Theiler 

besitzen; der ebenfalls an der Stelle (0) verschwindet, dann hat der 
Quotient von 

?Pi(a?, iTj, . . . Xn) = ^(a?, a?,, . . . Xn) • $?K^; a?,, . . . Xn) 

^2(^> a?, , . . . a;„) — S^{Xy x^,...Xn)- W(^> a?i, . . . a?,) 

in dem gemeinsamen Gonvergenzbereiche der Reihen die Bedeutung von 

$a)(a?,a?i,...a?^) ^ 
${i)(a?, a?i,...«^) * 

Die nothwendige und hinreichende Existenzbedingung eines gemein- 
samen Th eilers ^{x, x^^ .. .x^) ist nicht mehr schwer zu finden. 

Stellt man ebenso wie früher 

5pj(rr, x^,... Xn) in der Form g^{t, t^, . . . tn) %{tf ti,...tn) 

• _ ■ 

^2(^>^i>---^«) ^^ ^ör Form g^(t, ^i,...^»)^2(^; ^1,...^) 
dar und drückt den der Annahme nach existirenden Theiler ^{Xj 
Xif . . .Xn) durch ein Product aus: 

?(^ *!,... *«)-p(^*i,...*i.), 
wo g eine ganze Function X^^ Grades in t sei, deren Goefficienten nur 
Potenzreihen von ^1, ^21 • • • '» sind: 

</ G , ^1 , . . . M = ^ + Äi(«i , ^2 ; • . • ^.) • ^- ' + • • • + M^x ; <2 » • . . ^O 
und wo die Potenzreihe ^{t^t^, , . ,tn) für ^ «=s ^^ «=...«= ^^ «= nicht 
verschwindet, so folgt: 

g,{tyt,,...tn)=g{t,t,,...tn)-^ 7^^\^K^,^i,-..^«)- 

-fi'(<,*i,...<.)-5ß?>(<,*n •••«-) 
und darnach sind g^ und ^^ durch ^(j, ti,... tn) theilbar. 
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Die Bediogung, unter welcher 

g,(t, t,,...tn) = t^ + gi'it, , ^2, . . . tn)t-~' + "■+ g:{h , . . . ^ 

einen gemeinsamen Th^iler fl^C^, ^i, . . . ^«) A*''" Grades in t besitzen, be- 
steht aber in dem Verschwinden X ganzer Functionen der Coefiicienten 
g\} " ' g]i u^^ gij g'i^ - • • g'^^ Man sieht darnach, dafs nothwendig 
mindestens eine Potenzreihe 

^)(^,, ^2> ••• Q 

identisch verschwinden mufs, wenn zwei Potenzreihen ^j und ^j ^inen 
gemeinsamen Tbeiler: 

aufweisen sollen. 

Umgekehrt werden unter den in Rede stehenden Bedingungen die 
Functionen von t: 

einen gemeinsamen Theiler l^^"^ Grades haben, dessen Nullstellen t^^^, 
^<^) . . . ^^> bei hinlänglich beschränktem Bereiche für die Grofsen t^, , . .t^ 
einen endlichen Betrag besitzen, auf dafs in dem Theiler die Coeffi- 
cienten der t Potenzen convergente Potenzreihen von t^, t^, . . .tn sind. 
Heilst der Theiler g(ty ^i, . . . <«), so wird 

?l(^ ti,...tn)= gif, ti,.,.tn) ^/K^ t^,...tn) 
giifj ^1 , . • • O = g(fy tiy'"tn) ^IKt. ^1 , . . . K), 

wenn g^l^ und g^^^ wieder ganze Functionen von t bezeichnen, deren 
Goefficienten Potenzreihen von t^,,.tn sind. Ferner ist aber: 

^1 {x,x^,... Xn) = g{t, <, , . . . U) ^^/>(a;, x^,..,Xn) 

$j(a;, iCi, . . . x^) = g{t, t^,...tn) ^^iK^, Xi,...Xn), 
und wenn man 

g {t, t^, . . . tn) '^ ^{X, X^, . . . Xn) 

setzt, kann man die gegebenen Potenzreihen auf die Form bringen: 

^{x, 0?!, . . . Xn) ^i^>(a;, a;, , . . . x«) 

^{X, X^,,..Xn) '^^iK^y X^,..,Xn). 

Hier besitzen die Potenzreihen $^/) und ^<JJ keinen gemeinsamen Theiler 
mehr, denn andernfalls müfsten in 

^[')(X, X,,,..Xn) = a,{t, t,,,..tn) ^,^)(^ t,,..,tn) 
5py)(a;, X,,,.,Xn) = G^y h,,,An) ^^Kt, t,,.,,tn) 

die Functionen von t O^ und Q^ einen gemeinsamen Theiler haben und 
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dann hätten ^| und (/j einen Theiler von höherem als dem X^^^ Grade 
in t^ was mit der obigen Annahme in Widersprach steht. 

Die Bedingungen sind somit nicht allein noth wendig, sondern auch 
hinreichend. — 

Ist nunmehr ein Quotient zweier an der Stelle (0) verschwindender 
Potenzreihen vorgelegt und bat man Zähler und Nenner von den ge- 
meinsamen Theilern befreit^ so kann der neue Quotient 

!p2 (•''> «^jj • • • »^nf 

immer noch eine verschiedenartige Beschaffenheit in der Umgebung 
der Stelle (0) haben. 

Erstens kann qj<i)(0, 0,. . .0) verschwinden, ohne dafs ^<*>(0, 0, . . .0) 
Null ist, oder es kann $^^^^(0, 0, . . .0) von Null verschieden sein und 
^^^)(0, 0, . . .0) verschwinden oder es haben endlich beide Potenzreihen 
an der Stelle (0) den Werth Null. 

Im zweiten Falle ersetze man ^^*) durch: G2(^» ^i> • • • ^«) ^2*H^» 
^1 , . . . ^n) oder 

wo ^^*^(0, 0, . . .0) nicht Null ist, aber die Potenzreihen G" an der 
Stelle 

verschwinden. Offenbar gibt es dann in jeder Umgebung der Stelle (0) 
eine 2 n fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Stellen, wo der Quotient 
unendlich grofs wird , und ebenso wird er an der Stelle (0) selbst un- 
endlich grofs. Werthesysteme (^, ^i, ^2> • • • ^»)) ^^^ ^^® 

nicht Null ist, definiren Stellen, in deren Umgebung der Quotient 
regulären Verhaltens ist, — 

Verschwinden aber ^pa) und ^^i) an der Stelle (0) (ohne dafs ^ßi*) 
durch ^^^) theilbar ist), so gibt es in jeder Umgebung dieser Stelle un- 
endlich viele Werthesysteme, für die ^J^> und ^^^) verschwinden. 

Setzt man wieder 
so mufs zwischen den Grofsen ^], ^j;*-*^» ^^^^ bestimmte Gleichung: 

bestehen, wenn $</) und ^^^) gleichzeitig Null sein sollen. Jeder Losung 
derselben gehört eine der besagten Stellen zu. Offenbar gibt es aber 
auch unendlich viele Stellen in jeder Umgebung der Stelle (0), an 
denen ^^^> oder ^^*> verschwindet und ^<** respective 5pj*> von Null 



! 
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yerschieden sind, d.h. der Quotient kann an anendlich vielen Stellen 
unendlich grofs werden, an anderen aber verschwinden. — Der Quotient 
hat dann in einer unendlich kleinen Umgebung von (0) überhaupt 
keinen bestimmten Werth.*) 

Ist n > 1 y gibt es also mehr als zwei Variable , so constituiren 
die Stellen, für welche iß<'> und ^^^) verschwinden , eine (2n — 2) fach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeit und an jeder dieser Stellen (rt/^ ^i V • • ^n) l^&t 

der Quotient — tt. wiederum keinen bestimmten Werth. 

«?^ 

Dieser letzte Satz beruht darauf, dafs die durch die Trans- 
formation : 

X '=^ X '\- u f a?!«^ x^ "|- Wji • • • ^11 =■ ^11 -f* w» 

entstehenden Potenzreihen : 

keinen an der Stelle u »» 0, u, «» 0, . . . u« «s () verschwindenden ge- 
meinsamen Theiler besitzen, wenn '^^^^x, a:„. . ,Xn) und ^^K^» ^i>- • -^it) 
keinen haben. 

In der That ist {x\ x{j . . . a4) eine Stelle in der Umgebung von (0), 

in welcher die Reihen ^(^) und ^^') nicht verschwinden, und entspricht 
derselben die Stelle 

* =* fr , fri =» *i j • • • fti ^ h» • 
und setzt man 

so wird 

WK^' + w. X,' + w,, ... . 04 + u.) 

= G,(i! + t;, ^/ + t;,, . . .f, + Vn) W^Kt' + v,, . . . 4 + v«) 

W^^' + w, ^i' + Wj, . . . a?; + tt«) 

- (?,(^' + t;, t; + v,,,.X + Vn) fci)(f + t;,, ...<; + t;.), 
wobei 

Gt{t\t,\...fn) und Gj(^,V,...4) 

Null sind. Da aber weder (tj (f + <^; ^i'> • • • &) und GjC^' + v, ^/, ... 4) 
für jeden Werth von t; verschwindet, kann man 

G, {<" + V, ^/ + Vj , . . . 4 + Vn) 

die Form 



*) Vergleiche auch § 23. 
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G^2(^ + V» ^i' + ^1 ) • • • ^i + Vh) 
die Form 

geben , wo ^J'^ und ^P'^') an der Stelle t; «= t;^ = . . . = v« == nicht 
verschwinden , aber die Reihen g' und g" für v, = • • • = v^ =* Null 
werden. 

Sollte nun ^(^){x' + w, . . . a:; + tt«) und ^(^)(x' + w, . . . a?; + w«) 
einen an der Stelle (t« «= 0; . . . m» «= 0) verschwindenden Theiler haben^ 
so müfsten die Gleichungen 6rj = und (r, «= für jedes System 
unendlich kleiner Werthe von v^, . , .Vn unendlich kleine Lösungen v 
haben, und das ist unmöglich, indem sonst die Resultante von 

G^{t, t^,..,tn) und G^it, t^, ... tn) 

identisch verschwände, was mit der Annahme nicht verträglich ist, 
dafs ^^^) und ^^^> keinen gemeinsamen Theiler haben. 

§ 70. Über die Darstelliing der eindeutigen analytischen Functionen. 

« 

Gehen wir wieder zu einer durch' ein primitives Element: 

$(a:,,a:2,...a:„|a,, aj,...««) oder ^{x^j X2y . . .Xn \{a)) 

definirten eindeutigen Function f{x^^X2i...Xn) zurück, so ist nun 
klar^ dafs sich diese Function in der Umgebung einer Stelle {x{^ x^^ 
. . .x'n) nur regulär verhalten kann , sofern eine für 0?^ «= a?/, . . . a?« = arj, 
verschwindende Potenzreihe 

der Beschaffenheit anzugeben ist, dafs das Product 

an den Nullstellen von ^2> ^^l^^^^ einer endlichen wenn auch noch so 
kleinen Umgebung von {x') angehören^ verschwindet. Setzt man aber 

WO die Potenzreihe ^^ für x^ == a?/. . . x» = Xn Null ist, und befreit 
in dem Quotienten -^ ^^ und ^2 von den an der Stelle (af) ver- 

schwindenden gemeinsamen Theilern, auf dafs ^ etwa in —7^ über- 

gehty 80 mufs ferner $^^> an der Stelle (x) von Null verschieden sein. 
Dann und nur dann wird f{x^, x^^ . . .x^ regulären Verhaltens sein. 

Wenn aber ^^^) an der Stelle {x) verschwindet, ohne dafs ^^*) da- 
selbst Null ist, so wird f{x^y x^j.^.Xf^ an unendlich vielen Stellen 
einer unendlich kleinen Umgebung von {x')^ die eine (2n — 2) fach 
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ausgedehnte Maunigfaltigkeit bilden und für (o;, =Xy . . ,Xn=^ Xn) selbst 
unendlich grofs werden. 

Ist endlich sowohl ^[^) als auch $^^) an der Stelle (x) Null, so 
hat f(Xx ^ X2'i " .Xn) weder in (x) noch an unendlich vielen Stellen 
einer (2n — 4) fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aus einer unendlich 
kleinen Umgebuug von {x') einen bestimmten Werth. — 

Die hier genannten nicht regulären Stellen Yon f(Xi, x^y . . . Xn) 
heifsen aufserwesentUch singulare Stellen erster und zweiter Art, Man 
definirt also eine solche Stelle (x) dadurch, dafs man sagt, es gibt 
eine an der Stelle {x') verschwindende Potenzreihe ^^2 ^^i^&rt; dafs das 
Product 

in einer Umgebung von (x') regulären Verhaltens, d. h. durch eine 
Potenzreihe 

darstellbar ist, welche aber nicht durch ^^2 theilbar ist. — 

Im Falle einer Yariabeln geht diese Definition der aufserwesent- 
lieh singulären Stelle gerade in die früher gebrauchte über. 

Eine Stelle (o?/, x^^ . . . Xn) heifst eine wesentlich singulare, wenn 
es keine für (a?, «= x^\ . . . rCn «= a;»') verschwindende Potenzreihe der 
Beschaffenheit gibt, dafs das Product derselben und f{Xi, X2,...Xn) 
in einer Umgebung von {x') regulär wird. — 

Definirt man nun eine analytische Function f{x^j x^^ , . .Xn) in 
dem gemeinsamen üonvergenzbereiche (^) zweier Potenzreihen 

dadurch, dafs man an den Stellen {x')y wo diese Reihen nicht gleich- 
zeitig verschwinden, 

'^^^'•■•'^"^~ %(«/,. ..<l(a)) 

setzt und an den Stellen (x")f wo beide Reihen Null sind, f{Xy , . . . o:») 
den Werth gibt, den der Quotient der aus ^j und ^^^2 <lui^ch Fort- 
setzung gewonnenen und von gemeinsamen Theilern befreiten Reihen 
nach Potenzen von (o;, — x^') an der Stelle {x") besitzt, so ist auf 
diese Weise in dem Bereiche (%) eine eindeutige analytische Function 
bestimmt, die nur an denjenigen Stellen, wo sie unendlich oder un- 
bestimmt ist, aufserwesentUch singulare Stellen hat, während sie an 
den übrigen Stellen regulären Verhaltens ist. 

Der Beweis beruht immer wieder auf den Darstellungen der Fort- 
setzungen von ^1 und ^^ üi der Umgebung einer Nullstelle. 

Nach diesem Satze wird eine beständig convergente Potenzreihe 
^(o?!, . . .0?») eine eindeutige Function /*(x,, 0^2) •• .^z;«) darstellen, die 
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sich in der Umgebung jeder im Endlichen gelegenen Stelle regulär 
verhält; und umgekehrt wird jede eindeutige im Endlichen durchaus 
reguläre Function durch eine beständig convergirende Reihe auszu- 
drücken sein: 

Der Quotient zweier beständig convergenten Reihen oder ganzen 
Functionen definirt eine eindeutige Function ^ die im Endlichen keine 
wesentlich singulare Stelle, also höchstens au fser wesentlich singulare 
hat, an denen sie entweder den bestimmten Werth co oder keinen 
bestimmten Werth annimmt. 

Eine analytische Function, die überall den CharaJcter einer ratio- 
nalen Function hesitety d. h. überall durch den Quotienten zweier Potenz- 
reihen darstellbar isty ist eine rationale Function ihrer Argumente. 

Wir nehmen an, dafs dieser Satz fQr Functionen von (n — 1) 
Variabein bewiesen sei und zeigen seine Richtigkeit fär eine Function 

r \^i 9 *^2 7 ' ' * *^^) ' ) 

Dabei wollen wir festsetzen, dafs sich unsere Function in der Um- 
gebung der Stelle (0) regulär verhalte, dafs also eine Entwicklung 
bestehe : 



00 



und ferner soll /"(a;,, . . . a;«) für (a:, = 0, jjj = 0, . . . ic„ = 0) nicht 
Null sein. 

Ist dann durch die Bedingungen: 

1^1 1 ^^1 \^'i\ <r, .,, \Xn\ <r 
ein Bereich fixirt, für dessen Stellen "^{x^jX^, .--Xn) auch nicht ver- 
schwindet, und gibt man rr» einen bestimmten Werth bn, dessen ab- 
soluter Betrag kleiner ist als r, so wird f(x^, a^j; • •• ^»-i> M ^^^ 
rationale Function der {n — 1) Argumente a;, , Xj, • . . Xn^i, denn wenn 
in der Umgebung einer beliebigen Stelle: 

X, = aj , . . . Xn-l = a«-i, Xn «* bn 



^G,^x,-Kf 



ist, wo Cx und Cx Potenzreihen von (a:, — a,), . . . (a:„--i — a„__i) be- 
zeichnen, so wird ja 

f\P^\ } ^2} ' ' ' ^n— 1 » bn) = -jr^ , 

d. h. f(x^ , . . . a?«— 1, bn) ist in der Umgebung jeder Stelle (a, , . . . a^-i) 
durch den Quotienten zweier Potenzreihen ^o (^i > • • • ^«-i I {^)) ^^^ 

*) Siehe Hurwitz, J. v. Kronecker u. Weierstrass, Bd. 94. 
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$0(^11 • • -^i» I (a)) darstellbar y wenn nur keine der Reihen Cq und Cq 
identisch yersch windet. Das ist aber nicht möglich, weil mit C/^ «^ 
f{x^,, . .Xn^ifhn) in der Umgebung r der Stelle (0) stets Null und 
mit Cq a» stets unendlich grofs wäre, was der Voraussetzung wider- 
spricht, derzufolge diese Function in dem genannten Bereiche endlich 
und von Null verschieden ist. 
Es folgt somit: 



OD 



f(x^ , a;,, . . . Xn^u hn) =^ ?5i*K^2» ^.3. • • • ^«-i; bn)x\ = > A^^^x\ 

~ Gt(Xi, «„ . . . a:,_i) ~ B^+BiXi + . • • + B'^x^"^' 

wo Bfi und j5/ ganze rationale Functionen von x^, x^y, . .Xn^i sind 
und eine der Functionen Bm^S'm von Null verschieden sein möge, so 
dafs eine der ganzen Functionen (7, und G^, ^ ^1 ^^^ ^^^^ Grade ist. 
Setzt man nun 



und vergleicht die Goefficienten gleicher Potenzen von x^ , so müssen, 
wie man leicht sieht, die Determinanten (m -|- l)^*** Ordnung aus den 
Reihen: 



verschwinden. Sucht man dann zu jeder Stelle bn eines in der Um- 
gebung r von a;„ as= liegenden Bereiches |a?«| ^ r < r den Grad der 
zugehörigen Function f{x^ , rr, , . . . Xn - 1 , &») in Bezug auf x^ , so bemerkt 
man, dafs unendlich vielen Stellen Xn derselbe Grad zugehören mufs. 
In jeder Umgebung der Grenzstelle dieser bn werden defshalb die 
früheren Determinanten, deren Glieder ^j^*) jetzt wieder durch Äx zu er- 
setzen sind, unabhängig von den Werthen der Variabel n X2, x^,. . .Xn 
d. h. identisch verschwinden. Dann aber lassen sich die unendlich 
vielen Gleichungen 

durch (m -f- 1) ui der Umgebung der Stelle a?2 •» 0, . . . x» = reguläre 
Functionen von a?2;. . .^ lösen, die daselbst nicht sämmtlich Null sind. 
Indem hiermit 



— 9o + 9^j a^i + • • • + q>mX^ 
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wird^ muTs auch 

^/ „ ^ X 9^0 + 9i a?i H h Vm ^ 



sein, worin die Gröfsen q> und /* in der Umgebung von a?2 = 0, . . .a:« = 
reguläre Functionen sind. 

Gibt man nun x^ (2 m -|- 1) verschiedene in hinlänglicher Nähe 
von rV] =» liegende Werthe, so erhält man neben 

noch (2w + 1) Gleichungen: 

(^ = l,2,...2w+ 1) 

und wenn man aus allen Gleichungen fo, f^, . » »fm} Vof SP\9 - "^m eli" 
minirt^ ergibt sich eine lineare Relation in 

f{x^ , . . . a?«), /'(fci"^ x^,. . .Xn) und dea Grofsen x^ , a?,^, . . . a?J» . 

/*(a;i , . . . rc») kann darnach als rationale Function von a;, , . . . a;« dar- 
gestellt werden, denn /"(ftC/*)^ a;^ . . . a;») sind rationale Functionen von 

In dem Ausnahmsfalle, wo die Determinante (2m -{- ^Y^^ Grades 
dieses Gleichungssystemes bei jedem beliebigen Werthesysteme 

&(/«) (^= 1,2,... 2m + 1) 

verschwindet, gehe man auf die Determinanten (2fny'^'^ Grades, die 
aus der früheren hervorgehen. Wenn eine derselben von Null ver- 
schieden ist, folgt f(x^y X2y * ' -Xn) wieder als rationale Function von 

Der Satz gilt also allgemein , wie er oben ausgesprochen wurde. — 

Erinnern wir uns an den Entwicklungsgang bei der Darstellung 
einer eindeutigen Function einer Variabeln und wollten wir denselben 
hierher übertragen, so müfsten wir zunächst beweisen, dais eine ein- 
deutige analytische Function /*(a;|, a^j^ .. •^n); die in der Umgebung 
jeder endlichen Stelle durch den Quotienten zweier Potenzreihen dar- 
stellbar ist, die also im Endlichen keine wesentlich singulare Stelle 
besitzt, immer durch den Quotienten zweier beständig convergenter 
Potenzreihen dargestellt werden kann. 

Man sollte meinen, dafs sich dieser Satz beweisen lasse, wenn 
man eine ganze transcendente Function nicht blos durch eine beständig 
convergente Potenzreihe, sondern auch in der Form eines Productes 
ausdrücken könnte; doch diese Darstellungsform ist nicht ausgeführt, 
aufser wenn festgesetzt ist, dafis die Nullstellen der ganzen Function 
0{xif X2f..Xn) in ähnlicher Weise zu ordnen sind, wie die einer 
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Function einer Variabein; ich meine, wenn G(x^y x^, . > .Xn) die Null- 
stellen einer Reihe ganzer rationaler Functionen 

hat, die der Reihe nach in immer weiteren Umgebungen q^ einer An- 
fangsstelle z. B. der Stelle (0) keine Nullstellen haben.*) 

Wir gehen auf diese Besonderheiten nicht ein und überlassen es 
dem Leser, die Schwierigkeiten selbst zu ermitteln, welche dem Be- 
weise des genannten Problems erwachsen. 

§71. Das irreduotible algebraische Gebilde m^^^ Stufe im Gebiete 

von n -j- l G-röüisen. 

Wir wollen unsere Auseinandersetzungen nicht beenden, ohne 
noch einen Ausblick auf besondere Functionen mehrerer Variabeln zu 
gewahren. 

Es sei eine algebraische Gleichung 

G(y,a;,,ap2,...a;0 =0 
von dem m^*^ Orade in y vorgelegt und (&, aj , aj» . . . a«) sei ein Werthe- 
system, welches der Gleichung genügt, auf dafs 



(!?)<» -')+|(K) 



(X^ — ür) 



+ (y — ft, a?! — a, , . . . ic, — a«)2 H = 

ist. Wenn die Gröfsen 

(dQ\ (dG\ (dG\ 

nicht alle verschwinden, so kann man auf unendlich viele Arten nCn-f- 1) 
Constante 

«i,/* (A = 0, 1, 2, . . .n, fi= 1,2,. ..n) 
so wählen, dafs die Determinante des Gleichungssystemes 

(If ) (y - ft) + (f :-) (:r, -«.) + ... + (II) (.. - a,) = /, 
«oi(y — &)+ «II (^1 — «i) + • • • + «m (a?, — a«) = ^ 

«0« (y — 6) + «In (^l — «l) + • • • + «nn {^n — ««) = ^i» 

auch nicht verschwindet und darum entspricht jedem Werthesysteme 
(y, a:, , . . . a;«) in der Umgebung von (6, a^, . . . a«,) ein Werthesystem 
(^Q, ^p . . . i^ in der Umgebung der Stelle (0). 



^) Appell, Acta mathematica Bd. 2 und Bi ermann, Sitzber. der Wiener 
Akad. Bd. 89. 
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Durch Einführung der neuen Gröfsen t^y t^, . . . tn erhält G{yj 
ic,, . . . a;„) in der Umgebung von (6, a,, . . . a«) die Form: 

wo (^0 1 ^1 > • • • ^n)fi eine homogene Function f**®*" Dimension ist. 

Nach dem Satze des § 68 kann man den genannten Ausdruck in 
der Form _ 

schreiben^ wo ^^ (0, 0, ... 0) verschwindet, indefs ^o (^i 0, . . . 0) 
endlich und von Null verschieden ist. 

Setzt man jetzt 

^Q «= ^So (^1 > ^2 > • • • ^«) 

und lost die früheren Gleichungen nach y — 6 , a;, — a, , . . . o?« — a» 
auf, so gehen (n + 1) för t^ = - - * s= tn = verschwindende Potenz- 
reihen 

rc^ — a, == % {t^, t^, .,.tn) (v = 1, 2, . . . n) 

hervor, welche das durch die gegebene Gleichung definirte Gebilde in 
der Umgebung von {b, a^, , . . On) darstellen, solange sie convergiren. 
Wenn die Determinante 









nicht verschwindet, kann man die Gröfsen ^, ,^,...^« durch Potenz- 
reihen 

5pw («„... a;. I («)) 

darstellen und es folgt eine Entwicklung der Form: 

y_6 = SP(a;,,...a;,»|(a)), 

aber andernfalls ist eine solche Darstellung unmöglich. 

Lafst die ganze Function G{yy x^^, . ,Xn) in der Umgebung ihrer 
Nullstelle (&, a^, . . .a») nach Einführung der Bezeichnungen: 

y — h^Yi, a;, — a^ = |y (i; = 1, 2, . . .n) 

nur die Schreibweise zu: 

wo die Glieder niedrigster Dimension von höherer als der ersten Dimen- 
sion sind , so bedarf man zur Darstellung des irreductiblen algebraischen 
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Gebildes n^^ Stufe mehr als ein Funetionensystem der obigen Gestalt^ 
aber doch nur eine endliche Anzahl. 

Hat man aber das algebraische Gebilde in der Umgebung jeder 
Stelle durch Potenzreihen in n Hilfsvariabeln ausgedrückt, so kann 
man das Verhalten jeder rationalen Function 

die sich wieder auf die Form 

bringen läfst, in der f und g ganze rationale Functionen ihrer Argu- 
mente sind, in der Umgebung jeder Stelle des Gebildes beurtheilen, 
denn man kann sie allgemein in den Quotienten zweier Potenzreihen 
von t^,t2f...tn entwickeln. 

Denken wir Zähler und Nenner des Quotienten im Falle der ge- 
meinsamen Nullstelle ^^ «a ...«=» ^, =» von gemeinsamen Theilern 
befreit und behält der Nenner hierbei die Nullstelle ^ so nenne man 
die aufserwesentlich singulare Stelle von der f»*^" Ordnung, wenn das 
Glied niedrigster Dimension im Nenner die ft^® Dimension besitzt. 

Zwischen e und x^, x^^ > »Xn besteht eine algebraische Gleichung. 
Um diese zu erhalten, bilde man das Product 

/7(^-w-'.-o-^))- :;:::::::y , 

r* 

WO y^^ die zu einem Werthesysteme x^, , . ,Xn gehörigen Werthe von 
y sind; und setze 

Die Function W ist irreductibel oder die ganzzahlige Potenz einer 
solchen. 

Nehmen wir ein System n rationaler Functionen 
0r'^Rp{y,x^y...Xn) (v — 1,2, ...n) 

auf und fragen nach den Stellen (y, x^^,,.x^, für welche diese 
Functionen vorgegebene Werthe erhalten, so müssen die Werthe von 
x^j . . .Xn den n algebraischen Gleichungen 

^^{z^j x^^...Xn) = (v = 1 , 2, . . . n) 

genügen. Den einer Losung x{ . . , Xn zugehörigen Werth von y oder 
die entsprechenden y -Werthe müssen den Gleichungen 

G(y, x^j..,Xn) = und e^ — It^{y, x^,...Xn) — (t/ — 1, 2, ... n) 

genügen. 

Jetzt mufs sich zeigen lassen, dafs bei gehöriger Zählung der viel- 
fachen Stellen das gegebene System rationaler Functionen jedes Werthe- 
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System (^j ; . . . ß^^ im Allgemeinen an gleich viel Stellen {x^ , . , . Xn^ y) 
annimmt*). Die Zahl; welche angibt, an wie viel Stellen ein System 
von n rationalen Functionen die Werthe iS^j, . ... je?« erhält, heifse wieder 
der Grad des Systems. 

Die Zählung der vielfachen Stellen z. B. einer Unendlichkeitsstelle 
vollziehe man nach folgender Definition: 

Ist 
in der Umgebung einer Stelle {x\ a?/ . . . Xa) des Gebildes in der Form 

darstellbar und verschwinden alle n Potenzreihen ^^^^ an der Stelle (0), 
die Reihen 'üß^^^ aber nicht, so heifse das Functioneusystem B^, . . .Rn 
von der ft**"> Ordnung unendlich , wenn die Determinante 



d^\^^^ 



a*i?^ 



^^ ^«« 



in eine Potenzreihe zu entwickeln ist, die mit Gliedern der (ft — 1)**° 
Dimension beginnt. 

Existirt kein System rationaler Functionen, welches nur g Un- 
endlichkeitsstellen erster Ordnung besitzt, gibt es aber Functionen- 
systeme, die an (9 + 1) beliebig gewählten Stellen von der ersten 
Ordnung unendlich werden, so nenne man q wieder den Rang der 
algebraischen Gleichung G = 0. 

Liegen (n -^ 1) rationale Functionen 
g, = iü, (y, a?i , . . . Xn), (v = 1 , 2 . . . w) und rj = Rn+\{y, Xi, ... Xn) 

vor, die (w + 1) verschiedene Systeme der früheren Art constituiren, 
und deren Grade 

fi,, fi^, . . . (In + l 

heifsen mögen, so gehören zu einem Werthesystem S/i 62? • • • Sn' der 



*) Im Falle eines Gebildes höherer als erster Stufe kann es nämlich Mannig- 
faltigkeiten von Stellen (y, Xif...x^) geben, für die alle rationalen Fancüonen 

unbestimmt werden und darum ist oben die Beschränkung durch den Zusatz ,,im 
Allgemeinen" noth wendig. 



TlicTniftnn, Fuuctioneutbeorie. 
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ersten n rationalen Functionen vom Grade fc, fC] Werthesysteme 
y, x^y . . .Xn und fCj Werthe 17, die aus einer Gleichung 

hervorgehen. 

Diese Gleichung ist die Transformirte der gegebenen. Man kann 
sie umgekehrt in die letztere transformiren, wenn nur einmal einem 
Werthesysteme £|, ...S» Mi verschiedene Losungen 17 entsprechen, 
oder wenn bei der Bildung des Productes 

fjiv- Bn+t (y<^' , 4^ • • • <^')) = -;?--^'!;- ■ ■ .¥ . 

wo x^^^, . . .x^^^fff^^^ die zu Jj ...6« gehörendem Werthesysteme a;j, 

-''^mV bezeichnen^ ^»+1 irreductibel und nicht die ganzzahlige 
Potenz einer irreductiblen Function ist. 

Die durch die algebraischen Gleichungen 

6r(y, a?,, . . . a;») — und r(ij, g, , . . . g«) = 

deßnirten Gebilde n^ Stufe im Gebiete von (n + 1) Grofsen, deren 
Stellen (wieder nur im Allgemeinen) einander wechselseitig entsprechen, 
rechne man zu einer Klasse und deren charakteristische Zahl ist der 
früher definirte Bang q, denn dieser ist für jedes Individuum der 
Klasse derselbe. 

Nach diesen Definitionen ist ersichtlich , wie man wieder die Mono- 
genität des irreductiblen Gebildes zu beweisen hat. 

Es entsteht nun auch die Frage, ob die algebraischen Gebilde 
n^^*" Stufe im Gebiete von n + 1 Grofsen durch eindeutige transcendente 
Functionen von n unabhängigen Variabein x^, . . , Xn zu lösen sind; 
d. h. ob man a;|, . . .Xn, y als eindeutige Functionen von n Variabein 
Ui, . . .Un betrachten kann : 

die in der vorgegebenen algebraischen Beziehung stehen. 

Es ist zu vermuthen, dafs die Gleichungen G(y, a^j , . . . a;«) = 
ersten Ranges durch 2 n fach periodische Functionen zu losen sind, 
die im Endlichen keine wesentlich singulare Stelle besitzen*). Hier 
ist unter einer 2 n fach periodischen Function f(Ui, Uj,...!«») eine 
Function der Beschaffenheit verstanden, dafs für 2n Systeme con- 
s tanter Grofsen 

(P/),!^/», ...P<^>) (A=l,2,...2«) 



•) Vergleiche die Sätze von Weierstrass „über die 2 n fach periodischen 
Functionen vou n Variabein" in dem Journal für reine und angewandte Math« 
Bd. 89. 
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bei beliebigen Werthen von m, , Uj;-*^" ^^® Gleichungen 

/(«, + Pi'K «2 + -P^'', . . . tt, + i^*>) = A«l , «2, • • • «-) 

(A = 1,2,... 2«) 
und ferner die Relationen: 

bestehen y wo m,, m2^. - .nHn willkürliche ganze Zahlen bezeichnen. 

Andrerseits hat man zu erwarten^ dafs die Gleichungen höheren 
als des ersten Ranges durch Functionen zu lösen sind , welche bei der- 
selben Gruppe linearer Substitutionen ungeändert bleiben , die aus einer 
endlichen Anzahl r von Fundamentalsubstitutionen 

""' ' «AM«. + «AM«. + • • • + «i^M «n + «Äl.»+1 

V = 1,2, , . ,n j 2) = 1,2, ...r 
zusammenzusetzen sind*). 

*) Siehe die Abhandlungen von Picard in dem 1. und 5. Bande der Acta 
mathematica. 



Verzeichnis bemerkter Druckfehler. 

S. 9 Z. 11 V. 0. statt jjVfie sich die** lies ,,wie sich für die''; Z. 13 v. u. statt 

ti(mmal) lies (nmal). 
S. 45 Z. 15 V. 0. lies „erfüllen" statt „erfülle". 
S. 47 Z. 6 V. 0. lies »« + 6« = 0. 
S. 58 Z. 11 V. o. ist das Wort j^nie" zu streichen. 
S. 60 Z. 16 u. 17 V. 0. lies „grofsem" und „kleinem". 
S. 66 Z. 18 y. o. lies r statt x. 
S. 67 Z. 7 V. u. lies \x^ — Xi \ statt |ajj — a^ol • 
S. 102 Z. 1 V. u. ist ganz zu streichen. 
S. 109 Z. 3 V. u. lies x^ statt x^. 

S. 115 Z. 12 V. 0. lies \f{{a))\ — d statt |A(^))I - *• 

n n 

S. 129 Z. 11 V. u. Ues JJ(I^ - !,„+,) statt JJ(|^- |„_,). 

»=1 r=l 

S. 141 Z. 5 y. 0. lies „wichtigen" statt „richtigen". 
S. 144 Z. 5 y. u. lies d^^ statt d^^. 

S. 149 Z. 1 y. o. lies „den*' statt „denselben**. 

S. 161 Z. 11 y. o. lies (flL^fl^)!! statt ('lUf^. 

29* 



452 Yerzeicbnis bemerkter Druckfehler. 

S. 162 Z. II V. u. lies Of — aj + (« — o,) statt a, — a| + (* — «). 

S. 187 Z. 8 V. o. lie» \>^_2{^\x^i) statt j)(aj|xo); Z. 9 v. o. p„_2(c|a:ü) statt p(c\x). 

S. 187 Z. 10 y. 0. schalte nach dem Worte „Potenzreihen" ,tp(a;|apü)** ein. 

S. 194 Z. 4 V. u. lies y'"-'*y''*-* statt ^^y'f*^K 

S. 219 Z. 8 V. u. lies „von ^,, .^* und" statt „von ^f^ und**. 

S. 220 Z. 1, 2, 3 y. o. lies rechts yon den Gleichheitszeichen £, statt £; Z. 3 v. u. 

lies 2?(£y, i7y) statt i2(£,); Z. 4 y. u. lies 'tp^ statt 9. 
S. 222 Z. 6 y. u. lies „endlichen*' statt „unendlichen**. 

S. 223 Z. 9 y. 0. lies f" — A Yl {x -- a^f^ ^ ^ . 

S. 225 Z. 12 y. 0. lies '^, ^i, . . . "^^ statt '^u ^t> * • • '^m- 
S. 226 Z. 13 y. 0. schalte nach dem Worte ,,6rad*' ,,A;'* ein. 
S. 240 Z. 14 y. u. lies n^, statt a„. 

S. 252 Z. 8, 10, 12 V. u. lies F)^^ statt F^^ 

S. 261 Z. 2 u. 5 lies <P(jer) statt ¥,(5). 

8. 272 Z. 18 y. o. ist das Wort „Gleichung** zu streichen. 

S. 278 Z. 13 V. u. lies - ". statt ^ 



S. 289 Z. l y. u. lies c^ ig statt a^ ij. 

S. 290 Z. 15 V. 0. lies ^~" ^" fatatt -^ *; Z. 2 y. u. lies c„ statt c''. 

S. 296 Z. 6 y. o. lies ^ + l statt ^ + 1 . 

S. 297 Z. 11 y. u. lies cosnx-f** sin no; statt cos na; -f* * siua;; Z. 10 y. u. lies 

cos nx — f sin nx statt cos nx — t sin x. 
S. 298 Z. 8 y. 0. lies „cos x und sin o;'* statt „cos x und sin nx**. 
S. 300 Z. 9 V, 0. lies (n« — 3«) statt (a;« — 3«) . 

S. 306 Z. 2 y. u. lies(l+ ^)i* und(i+ |-)n'^ statt (l+ ^)^und(l+ ^y*. 

S. 309 Z. 6 y. 0. lies wann statt wenn; Z. 2 v. u. lies (tr=Bn+ l, n + '2,...) 

statt (v= 1, n + 2i---)- 
S. 3:^3 Z. 18 y. 0. lies w statt U7 u. Z. 6 y. u. lies tT statt O. 

S. 338 Z. 3 y. 0. lies cotg n\i! 

CO 

S. 389 lies statt § 61 § 62. 
S. 394 lies statt § 61 «i 63. 



